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Part3: ループ整形と状態空間モデルを⽤いた設計
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Pythonで学ぶ制御⼯学

勉強会の概要
制御⼯学の基礎

・制御とは，フィードバック制御，制御系設計

Pythonプログラミングの基礎
・Jupyter Notebook の使い⽅
・Pythonプログラミング ★ Python演習１

制御系設計のためのモデル
・伝達関数モデル，ブロック線図，時間応答，周波数応答 ★ Python演習２

制御系設計のためのモデル（復習）
・伝達関数モデル，時間応答，周波数応答

伝達関数モデルを⽤いた制御系設計
・閉ループ系の設計仕様，PID制御，モデルマッチング ★ Python演習３

ループ整形による制御系設計
・開ループ系の設計仕様，位相進み・遅れ補償 ★ Python演習４

状態空間モデルを⽤いた制御系設計
・状態空間モデル，状態フィードバック ★ Python演習５
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流れや雰囲気を体感してください
独学のハードルを下げるのが⽬的
です︕本を読んでください︕
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Pythonで学ぶ制御⼯学

今⽇の⽬標
Level☆☆★

Level☆★★

Level★★★

・開ループ系の設計仕様の⽤語を説明できる
・開ループ系の安定余裕をPythonでチェックできる
・状態空間モデルをPythonで記述できる

・ループ整形法の流れが理解できる
・極配置法で状態フィードバックゲインが設計できる

・開ループ系の設計仕様を導くことができる
・最適レギュレータやサーボ系，オブザーバを説明できる
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Pythonで学ぶ制御⼯学

導⼊にもってこい 押さえておけば安⼼ 数学的にしっかり勉強

参考図書
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Pythonで学ぶ制御⼯学

補助資料の紹介

l 2,600 円＋税
l A5 272⾴
l 2019/05/22 発⾏

「Python × 制御⼯学」の⽇本初の本

古典制御，現代制御，ロバスト制御の基礎が
ギュッとつまっている

数学的な説明は少なめ

対話形式の説明やイラストを配置

サポートページには，
サンプルコードが公開されている

Kindle版もあります

→ Python & MATLABコード
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Pythonで学ぶ制御⼯学

微分⽅程式<latexit sha1_base64="4iWtxNbpC04Mdf7wd1cy6woyg/k="></latexit>

<latexit sha1_base64="giT2FpdQvVKAOlxeHGNpWwe3puw="></latexit>

状態⽅程式<latexit sha1_base64="4iWtxNbpC04Mdf7wd1cy6woyg/k=">AAACn3ichVG7SgNBFD1Z3/GRqI1gEw2KNnJjY7AKWGgl0RgfqMjuOomLm91ldzYQgz9gYatgpWAhfkYaf8AinyCWEWwsvLtZERX1DjNz5sw998HVHNPwJFEzpnR0dnX39PbF+wcGhxLJ4ZFNz/ZdXRR127TdbU31hGlYoigNaYptxxVqRTPFlna8FPxvVYXrGba1IWuO2K+oZcsoGboqA8qfkbMHyTTNUWipnyATgTQiy9vJBv ZwCBs6fFQgYEEyNqHC47WLDAgOc/uoM+cyMsJ/gVPEWeuzl2APldljPsv82o1Yi99BTC9U65zF5O2yMoUpeqQ7atED3dMTvf0aqx7GCGqp8a21tcI5SJyNFV7/VVX4ljj6VP1R84evx6wbVizYU2fW/KdXiRKyocLgnp2QCbrX23mrJxetwuL6VH2abuiZ+76mJjW4c6v6ot+uifUrxHlwme9j+gk25+cyjNconctGI+zFOCYxw3NaQA4ryKPIeY9wjgtcKhPKsrKq5NuuSizSjOKLKTvvDNmWKg==</latexit> <latexit sha1_base64="giT2FpdQvVKAOlxeHGNpWwe3puw="></latexit>

時間領域

インパルス⼊⼒

重み関数 <latexit sha1_base64="giT2FpdQvVKAOlxeHGNpWwe3puw="></latexit>

⾏列表現

設計モデルの関係

周波数
伝達関数

<latexit sha1_base64="giT2FpdQvVKAOlxeHGNpWwe3puw="></latexit>

周波数領域

正弦波⼊⼒

伝達関数
<latexit sha1_base64="6Uv/tYwcUFmgPe/yQqMeLnijb3A="></latexit>

<latexit sha1_base64="rFHWgwA5CWu4r41wFKwRoJ4a11U="></latexit>

ラプラス変換

フーリエ変換
拡張

のフーリエ変換

フーリエ変換
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外乱

<latexit sha1_base64="z8FLduA0nhx8UjUUmLisW2JoRu8="></latexit>

<latexit sha1_base64="PUGcfcifnbWLvz1KMonPr7t7BPw="></latexit>

フィードバック制御系を構築

・どんな時間応答︖
・どんな周波数応答︖
・閉ループ極はどこに配置︖

閉ループ系の特性に注⽬
注⽬するポイント（設計仕様）

１）安定性
２）速応性 ＋ 減衰性
３）定常偏差

閉ループ系の設計仕様
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Pythonで学ぶ制御⼯学

閉ループ系の設計仕様

１）安定性

２）速応性，減衰性（≒ロバスト安定性）

３）定常偏差

内部安定

のゲイン線図︓バンド幅が⼗分⼤きい

ピークゲイン が⼩さい

のステップ応答において整定時間が⼩さい

⾏き過ぎ量（オーバーシュート）が⼩さい

<latexit sha1_base64="kilEV6nrcZuedBFLsPB/bk5uJTs="></latexit>

<latexit sha1_base64="s6ANizGplg1Db3kL/OhtuJexMHI="></latexit>

<latexit sha1_base64="/oo7JkZeSy5k0w3EiH49V3KI+bg="></latexit>

<latexit sha1_base64="MmNN+w2wqAEwkb7PjT1y/26puJs="></latexit>

<latexit sha1_base64="oeZhpDqanT4wL3QNI4l9zRO7980="></latexit>

<latexit sha1_base64="Q6Sjwcfj3WYI+oDwPg0FvTcYb/I="></latexit>

閉ループ系の設計仕様
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２次遅れ系（アーム，RCL回路）が対象

<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

g = 9.81 # 重力加速度[m/s^2]
l = 0.2 # アームの長さ[m]
m = 0.5 # アームの質量[kg]
c = 1.5e-2 # 粘性摩擦係数
J = 1.0e-3 # 慣性モーメント

整定時間を0.5秒以下，オーバーシュートを10％以下にし，
ステップ⽬標値＆外乱に対して，定常偏差が⽣じないPID制
御系を構築しなさい

制御⽬標︓ステップ⽬標値への追従

制御系設計の例題
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￥
<latexit sha1_base64="1g1dGfzgGpoMQe7/3Xxe26pxzC8="></latexit>

<latexit sha1_base64="vrY3vfo5GWP7HaCzfwIayu07foI="></latexit>

制御器として，I-PD制御を考える（定常偏差は０になる）

<latexit sha1_base64="MN5boUCXsoixAr9V9MqNVC37m4Q="></latexit>

閉ループ系

を３次の規範モデルに⼀致させるゲインをもとめる

<latexit sha1_base64="yFkCfC5NwLChVhOwvZa/MtT9XrY="></latexit>

<latexit sha1_base64="SMN3UyPkteE3gD5ie7SSNiUcoqs="></latexit>

<latexit sha1_base64="exVKiQBu/T7MPPRIi/8NlVrokeg="></latexit>

<latexit sha1_base64="BWkJyPW+wNjNe1Jn+XPzfFPxh9E="></latexit>

制御系設計の例題
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Pythonで学ぶ制御⼯学

オーバーシュート8.2％ 整定時間が Ts 秒以下

-6

規範モデル を仕様をもとに決める
整定時間を0.5秒以下，オーバーシュートを10％以下にし，
ステップ⽬標値に対して，定常偏差が⽣じない→

Re

Imバターワース標準形

実部が -3/Ts 以下で

制御系設計の例題
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Pythonで学ぶ制御⼯学

↓オーバーシュートが10％以下

←５％整定時間が0.5秒以下

⽬標値を３０[deg]にしたときのステップ応答

←
定常偏差ゼロ

制御系設計の例題
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Pythonで学ぶ制御⼯学

閉ループ系の周波数特性

制御系設計の例題

設計前
設計後

低周波ゲインが０dB ピークゲインが⼩さい

￥
<latexit sha1_base64="1g1dGfzgGpoMQe7/3Xxe26pxzC8="></latexit>

<latexit sha1_base64="vrY3vfo5GWP7HaCzfwIayu07foI="></latexit>

￥
<latexit sha1_base64="1g1dGfzgGpoMQe7/3Xxe26pxzC8="></latexit>

<latexit sha1_base64="vrY3vfo5GWP7HaCzfwIayu07foI="></latexit>

設計前

設計後
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Pythonで学ぶ制御⼯学

開ループ系の周波数特性（ループ整形のところで登場）

設計前

設計後

↓-20dB/dec なので直流ゲインは∞になっている

ゲイン交差周波数が
⼤きくなっている

位相余裕が⼤きく
なっている

制御系設計の例題（今⽇の話）

開ループ系の特性を⾒ながら
でも設計できそう︕
→ ループ整形
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Pythonで学ぶ制御⼯学

勉強会の概要
制御⼯学の基礎

・制御とは，フィードバック制御，制御系設計

Pythonプログラミングの基礎
・Jupyter Notebook の使い⽅
・Pythonプログラミング ★ Python演習１

制御系設計のためのモデル
・伝達関数モデル，ブロック線図，時間応答，周波数応答 ★ Python演習２

制御系設計のためのモデル（復習）
・伝達関数モデル，時間応答，周波数応答

伝達関数モデルを⽤いた制御系設計
・閉ループ系の設計仕様，PID制御，モデルマッチング ★ Python演習３

ループ整形による制御系設計
・開ループ系の設計仕様，位相進み・遅れ補償 ★ Python演習４

状態空間モデルを⽤いた制御系設計
・状態空間モデル，状態フィードバック ★ Python演習５
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Pythonで学ぶ制御⼯学

姉：希波（きなみ） ２３歳 妹：望結（みゆう） １８歳

姉妹のよくある⽇常会話
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Pythonで学ぶ制御⼯学

姉妹のよくある⽇常会話
PID制御系を設計できるように

なった気がする︕

それはよかった．
でも，あとでゆっくり復習してね

開ループ︖︖︖ループ整形︖︖︖︖

難しいかもしれないけど，開ループの
仕様とループ整形について説明するね

つぎは，開ループ系に注⽬して設計
してみようか．ループ整形ってやつ

★ループを切って設計するために開ループ仕様を考える
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Pythonで学ぶ制御⼯学

→ 制御対象の複雑さに影響されにくい

外乱

<latexit sha1_base64="z8FLduA0nhx8UjUUmLisW2JoRu8="></latexit>

<latexit sha1_base64="PUGcfcifnbWLvz1KMonPr7t7BPw="></latexit>

ループを切ったときの周波数特性（開ループ系の特性）を⾒る

モデルが未知でもボード線図が測定できさえすればよい

→ 設計仕様間のトレード・オフを考察しやすい
＋ 制御対象のパラメータ変動も考慮しやすくなる

ループ整形
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Pythonで学ぶ制御⼯学

閉ループ系の設計仕様を開ループ系の仕様に書き換える

なぜ︖

制御対象や制御器に関して⾮線形
・不確かさに対する考察が容易でない
・設計パラメータのチューニングが容易でない

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

<latexit sha1_base64="+f5yU2j/c/jKd28rCf6ibm0FV/4="></latexit>

開ループ系の設計仕様

開ループ伝達関数 の性質で設計仕様を表現
（⼀巡伝達関数）

<latexit sha1_base64="th4VXv6B9UDHZwup02wC9ldSqog="></latexit>

周波数特性
→伝達関数の掛け算は
ゲインや位相の⾜し算︕

<P> + <C> ⇒ <L>
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Pythonで学ぶ制御⼯学

閉ループ系の設計仕様

１）安定性

２）速応性，減衰性（≒ロバスト安定性）

３）定常偏差

内部安定

のゲイン線図︓バンド幅が⼗分⼤きい

ピークゲイン が⼩さい

のステップ応答において整定時間が⼩さい

⾏き過ぎ量（オーバーシュート）が⼩さい

<latexit sha1_base64="kilEV6nrcZuedBFLsPB/bk5uJTs="></latexit>

<latexit sha1_base64="s6ANizGplg1Db3kL/OhtuJexMHI="></latexit>

<latexit sha1_base64="/oo7JkZeSy5k0w3EiH49V3KI+bg="></latexit>

<latexit sha1_base64="MmNN+w2wqAEwkb7PjT1y/26puJs="></latexit>

<latexit sha1_base64="oeZhpDqanT4wL3QNI4l9zRO7980="></latexit>

<latexit sha1_base64="Q6Sjwcfj3WYI+oDwPg0FvTcYb/I="></latexit>

閉ループ系の設計仕様（再掲）
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Pythonで学ぶ制御⼯学

１）安定性
ナイキストの安定判別法
（ が安定）

位相交差周波数 ＞ ゲイン交差周波数

２）速応性，減衰性
ゲイン交差周波数を⼤きくする

を⼤きくする
-20dB/dec なら１型
-40dB/dec なら２型

３）定常偏差

位相余裕を⼤きくする

開ループ系の設計仕様

ゲイン

位相

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

-180° 位相余裕

ゲイン交差
周波数

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

位相交差
周波数

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

0dB

開ループ系の設計仕様
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１）安定性

ナイキストの安定判別法（ が安定）

（位相交差周波数 ＞ ゲイン交差周波数）

<latexit sha1_base64="GxdFvxG8iTIZmzTttWr2pz4v8mg="></latexit>

開ループ系

閉ループ系が内部安定

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

閉ループ系の設計仕様
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１）安定性 ナイキストの安定判別法（ が安定）

位相交差周波数 ＞ ゲイン交差周波数

のゲインを上げると が⼤きくなる→安定性悪化

<latexit sha1_base64="GxdFvxG8iTIZmzTttWr2pz4v8mg="></latexit>

<latexit sha1_base64="IL8z7EEXaLJoEY/sHf86paP/k0s="></latexit>

-1

-180[deg]

位相

ゲイン

0[dB]

<latexit sha1_base64="B0+dQHYVl/axLSstnacrMXjQK0Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="CA5VUgVuxhKR41Y6e4MPJEf6Plc="></latexit>

不安定

安定限界 安定

Im

Re

開ループ伝達関数の
周波数特性

閉ループ系の設計仕様
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開ループ系

２）速応性，減衰性

速応性
を⼤きくする

減衰性

位相余裕を⼤きくする -180[deg]

位相

ゲイン

0[dB]

<latexit sha1_base64="B0+dQHYVl/axLSstnacrMXjQK0Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="CA5VUgVuxhKR41Y6e4MPJEf6Plc="></latexit> ゲイン余裕
GM

位相余裕
PM

のゲイン線図においてバンド幅が⼗分⼤きい

開ループ伝達関数のボード線図

ピークゲイン が⼩さい

閉ループ系の設計仕様
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２）速応性

閉ループ系のゲイン
<latexit sha1_base64="gvsiCEdziwHmEWSzXfvoDkG21OM="></latexit>

を⾼い周波数まで１付近にする

＝ バンド幅をなるべく⼤きくしたい

⼀⽅，開ループ系では，
<latexit sha1_base64="t68F9LtsNT6DbWrm2tTVWa08gVo="></latexit>

<latexit sha1_base64="YQ1r6N93MrAV8QGo999DrPHRyuM="></latexit> PM<latexit sha1_base64="Ou2wYqYbFAYFozLO3RPIzH0BIIQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="P2PGMuAMg4oOWl+ZhRx19OqO+S0="></latexit>

PM=90

PM<90

<latexit sha1_base64="tKq8T1WGZqiFf5CHxBgxA9hdflo="></latexit>

<latexit sha1_base64="AWFmwnY8EiOYVkOqXIYE8T57R2I="></latexit>

<latexit sha1_base64="pzP7+ACTepfLYOvRRwxGiJHEU8g="></latexit>

<latexit sha1_base64="qT+4cbomlEwx4aphCjOLPwckV+I="></latexit>

（PM<90）

<latexit sha1_base64="oeZhpDqanT4wL3QNI4l9zRO7980="></latexit>

<latexit sha1_base64="Q6Sjwcfj3WYI+oDwPg0FvTcYb/I="></latexit>

<latexit sha1_base64="gvsiCEdziwHmEWSzXfvoDkG21OM="></latexit>

であり，

このとき

閉ループ系の設計仕様

ただし
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開ループ特性

２）減衰性≒ロバスト性

・位相余裕 PM が⼤きい
・ゲイン余裕 GM が⼤きい

ロバスト性が悪い
⇄ PM が⼩さい
⇄ が⼤きい

→ ピークゲインが⼤きい
⇄ オーバーシュートが⼤きい

ピークゲイン が⼩さい

-1

Im

Re

<latexit sha1_base64="6CJp+Q45d+IM57O3QW/CvM88qcs="></latexit>

<latexit sha1_base64="oMsX2s0RcyutQYYo3TC2Yn/MiUs="></latexit>

PM

GM=
<latexit sha1_base64="Mpk4PLxcnEUvMB0+7F9FFkFhAW0="></latexit>

<latexit sha1_base64="p4LYgkp2yDwoK+jHLDOSXyRR/kA="></latexit>

<latexit sha1_base64="/DauSHoaqwn2zWc9bk5sFMWbUgY=">AAAC4XichVFNa9RQFD2NH63xo6NuBDfBoVI3w00RLKJQqKCbwrR12kJTQvJ8E5/NFy+ZgWmaH6ArceOiKwUX6s/oxqUbF9N/UFxWcOPCO5mIaNHekPfuPe+ee+/h+mmospxoOGGcOn3m7 OTUOfP8hYuXphuXr6xlSU8L2RFJmOgN38tkqGLZyVUeyo1USy/yQ7nuby+O3tf7UmcqiR/ng1RuRV4Qq64SXs6Q23jgpJFfmEuutpxAWrsP3WKgy9lnThLJwHOLQJS3dq37ltPVnijssphzMhWPo/YSh2Vplm6jSS2qzDru2LXTRG3tpLEPB0+QQKCHCBIxcvZDeMj424QNQsrYFgrGNHuqepcoYTK3x1mSMzxGt/kMONqs0ZjjUc2sYgvuEvKvmWlhhr7QezqiT/SRDunHP2sVVY3RLAO+/TFXpu70i2ur309kRXznePqb9Z+Zf+VmjOpqYsmZgtHwBK05upivGIo1pxUyUi/Gffs7r49W767MFDfpLX1l3W9oSPusPO5/E++W5coeTF6c/feajjtrcy2bWvby7ebCvXqFU7iOG5jlPd3BAh6hjQ73/YDPGOLAEMZz46XxapxqTNScq/jDjL2fRTCwvQ==</latexit>

閉ループ系の設計仕様

⾼周波成分は不確か
・モデル化誤差
・パラメータ変動
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３）定常偏差

低周波ゲイン を⼤きくする

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

<latexit sha1_base64="FjqFMYCJfnJs2vogwuDbCPv6tDQ="></latexit>

ステップ応答の定常偏差
<latexit sha1_base64="Ojg5vCWvpsChc7zMJXdkNuepZxA="></latexit>

に積分器が含まれていると となり，
ステップ⽬標値に定常偏差なく追従する

<latexit sha1_base64="IL8z7EEXaLJoEY/sHf86paP/k0s="></latexit>

低周波ゲイン を⼤きくすれば，定常偏差が⼩さくなる

<latexit sha1_base64="ljQnOj9MX533Vwq/Eo5fys3/Iyc="></latexit>

のとき

閉ループ系の設計仕様
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１）安定性
ナイキストの安定判別法
（ が安定）

位相交差周波数 ＞ ゲイン交差周波数

２）速応性，減衰性
ゲイン交差周波数を⼤きくする

を⼤きくする
-20dB/dec なら１型
-40dB/dec なら２型

３）定常偏差

位相余裕を⼤きくする

開ループ系の設計仕様

ゲイン

位相

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

-180° 位相余裕

ゲイン交差
周波数

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

位相交差
周波数

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

0dB

開ループ系の設計仕様
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ゲイン ゲイン

位相ステップ応答

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="/oo7JkZeSy5k0w3EiH49V3KI+bg="></latexit> 180°

<latexit sha1_base64="quYQwZIAgkMR3dVU9Bf2+2395w0="></latexit>

バンド幅 ゲイン交差
周波数

定常偏差

<latexit sha1_base64="SEZx0ZcnhVAeOWQPzhNR8eY25Lo="></latexit>

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

<latexit sha1_base64="7q3PaHPhdjePFckRKeGnpC73zvA="></latexit>

閉・開ループ系の応答特性の関係



33
Pythonで学ぶ制御⼯学

ゲイン ナイキスト線図

ステップ応答

<latexit sha1_base64="uty4//YjtVSbBtLWFsRb/WKRBMk="></latexit>

<latexit sha1_base64="/oo7JkZeSy5k0w3EiH49V3KI+bg="></latexit>

ピークゲイン

<latexit sha1_base64="SEZx0ZcnhVAeOWQPzhNR8eY25Lo="></latexit>

<latexit sha1_base64="BCWq3Q7cHVtG16L53989a5L3XAk="></latexit>

<latexit sha1_base64="7q3PaHPhdjePFckRKeGnpC73zvA="></latexit>

-1

Im

Re

位相余裕

閉・開ループ系の応答特性の関係



34
Pythonで学ぶ制御⼯学

安定余裕の計算

Python︓安定余裕の計算

GM, PM, wpc, wgc = margin(モデル)  
GM:ゲイン余裕[倍]，PM:位相余裕[deg]，
wpc: 位相交差周波数[rad/s]，wgc: ゲイン交差周波数

P = tf([1, 3], [1, 2, 2, 1])

fig, ax = plt.subplots(2, 1, figsize=(4, 3.5))
gain, phase, w = bode(P, logspace(-1, 1), Plot=False)
ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain))
ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi)

GM, PM, wpc, wgc = margin(P)
print('GM=‘, 20*np.log10(GM))
print('PM=', PM)
print('wpc=', wpc)
print('wgc=', wgc)

GM= 9.54242509439325
PM= 21.932276766366414 
wpc= 2.23606797749979 
wgc= 1.4718399190801255

GM

PM



35
Pythonで学ぶ制御⼯学

PID補償
<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

P       I       D

P制御︓速応性に寄与
I制御︓定常偏差改善，位相が遅れる
D制御︓位相が進む，ノイズに敏感

<latexit sha1_base64="5GEuh+BWk9vv6fpxEDUU7WDWlag="></latexit>

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

<latexit sha1_base64="SWuSvdiBgPui4AXGl4tOqDHghiM="></latexit>

Proportional
Integral

Derivative

ループ整形法
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PID制御器の周波数特性

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

並列型

kp = 10
ki = 1
kd = 0.1

だけゲインが⼤きなる

I制御により， [rad/s] 以下の
・ゲインが⼤きなる
・位相が遅れる（振動的になりやすい）

D制御により， [rad/s] 以上の
・ゲインが⼤きなる（ノイズの影響を受ける）
・位相が進む

P制御により
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PID制御器の周波数特性

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

並列型

kp = 10
ki = 1
kd = 0.1

直列型

T1 = 0.01
T2 = 10
k = 0.01
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<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="gkLxirEMjidX4gRMfUZT5cuqsug="></latexit>

<latexit sha1_base64="OQTCaM53WhN3LxD5DvSN+dHFHIw="></latexit>

<latexit sha1_base64="am9QLv5MjT7PglRasUFd3KPbeKw="></latexit>

ゲイン交差が⼤きくなり応答が早くなるが，
位相余裕が⼩さくなるため，振動的になる

P制御
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<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="gkLxirEMjidX4gRMfUZT5cuqsug="></latexit>

<latexit sha1_base64="OQTCaM53WhN3LxD5DvSN+dHFHIw="></latexit>

<latexit sha1_base64="am9QLv5MjT7PglRasUFd3KPbeKw="></latexit>

<latexit sha1_base64="WQxjysOE5fKgUf1Hj9RldIurC7k="></latexit>

<latexit sha1_base64="Vh2mpHAhoH6ieoVOZOFmN5jeM/A="></latexit>

低周波ゲインが⼤きくなり，
定常偏差が⼩さくなる．その⼀⽅，振動的（or 不安定）になる．

PI制御
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<latexit sha1_base64="gkLxirEMjidX4gRMfUZT5cuqsug="></latexit>

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

PM = -0.8650 
PM = 45.2116
PM = 71.2718 位相余裕を⼤きくすることで，

振動を抑えることができる

PID制御
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<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="gkLxirEMjidX4gRMfUZT5cuqsug="></latexit>

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

チューニング前

チューニング後低周波ゲイン︓⼤

位相余裕︓⼤

ゲイン交差周波数︓⼤

PID制御
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PID制御

チューニング前

チューニング後

<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="gkLxirEMjidX4gRMfUZT5cuqsug="></latexit>

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

直流ゲイン︓0[dB] ピークゲイン︓⼩

バンド幅︓⼤
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直列補償によるループ整形

ゲイン補償 位相遅れ補償 位相進み補償

定常偏差低減，速応性の改善，安定性悪化

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

PID制御は並列補償

ループ整形法
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位相遅れ補償 位相進み補償

低周波ゲイン↑︓定常偏差低減
位相が遅れる（安定性悪化）

⾼周波ゲイン↑︓速応性増⼤
位相余裕を増⼤（安定性改善）

位相遅れ補償と位相進み補償
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位相進み・遅れ補償の周波数特性

<latexit sha1_base64="tYFvZXXICMfTAz239pqA+n0AFx0="></latexit>

PID制御

kp = 10
ki = 1
kd = 0.1

k = 10

alpha = 10
T1 = 1

beta = 0.1
T2 = 0.1

位相進み・位相遅れ補償
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に対してフィードバック制御系を構成する

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

ループ整形法の例題

<latexit sha1_base64="yEDhmn4zVKY1KZxSfC83f+1+bMQ="></latexit>

垂直アーム

g = 9.81 # 重力加速度[m/s^2]
l = 0.2 # アームの長さ[m]
m = 0.5 # アームの質量[kg]
c = 1.5e-2 # 粘性摩擦係数
J = 1.0e-2 # 慣性モーメント

ゲイン交差周波数を 40 rad/s
位相余裕を 60°
定常偏差を改善（定常偏差 0.02 以下）
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1. 位相遅れを設計． は， より1/10の位置に選ぶ

2. 位相進みを設計． のPMが60°になるようにする．

3. ゲイン補償を設計． の における
ゲインが 0[dB] になるようにする．

低周波ゲインを上げるà

à

の位相線図
<latexit sha1_base64="YYIscsiEhfeucdhht6BPOao4rb4="></latexit>

ループ整形法の例題︓⽅針

-176

60 -4 =56°

Python︓特定の周波数でのゲイン・位相の計算

mag, ph, w = freqresp(モデル, [周波数])  
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ループ整形法の例題︓位相遅れ補償
alpha = 20

T1 = 0.25

K1 = tf([alpha*T1, alpha], [alpha*T1, 1])

print('K1=', K1)

fig, ax = plt.subplots(2, 1, figsize=(4, 3.5))

gain, phase, w = bode(P, logspace(-1, 2), Plot=False)

ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain))

ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi)

H1 = P*K1

gain, phase, w = bode(H1, logspace(-1, 2), 

Plot=False)

ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain))

ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi)

ax[0].grid(which="both", ls=':')

ax[1].grid(which="both", ls=':’)

[[[mag]]], [[[phase]]], omega = freqresp(H1, [40])

phaseH1at40 = phase * (180/np.pi)

print('-----------------------')

print('phase at 40rad/s =', phaseH1at40)

<latexit sha1_base64="YYIscsiEhfeucdhht6BPOao4rb4="></latexit>

位相遅れ補償で低周波ゲインを上げる

40rad/sの位相 -176
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phim = (60- (180 + phaseH1at20 ) ) * np.pi/180
beta = (1-np.sin(phim))/(1+np.sin(phim))
T2 = 1/40/np.sqrt(beta)
K2 = tf([T2, 1],[beta*T2, 1])
print('K2=', K2)

fig, ax = plt.subplots(2, 1, figsize=(4, 3.5)) 

gain, phase, w = bode(H1, logspace(-1,2), Plot=False)
ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain))
ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi)

H2 = P*K1*K2
gain, phase, w = bode(H2, logspace(-1,2), Plot=False)
ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain))
ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi)

[[[mag]]], [[[phase]]], omega = freqresp(H2, [40])
magH2at40 = mag
phaseH2at40 = phase * (180/np.pi)
print('-----------------------')
print('gain at 40rad/s =', 20*np.log10(magH2at40))
print('phase at 40rad/s =', phaseH2at40)

ループ整形法の例題︓位相進み補償
位相進み補償で40[rad/s]の位相を
進ませる→ -120[deg]にする

40[rad/s]でのゲインは-11.05 [dB]
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ループ整形法の例題︓ゲイン補償
fig, ax = plt.subplots(2, 1, figsize=(4, 3.5))

k = 1/magH2at40
print('k=', k)

gain, phase, w = bode(P, logspace(-1, 2), Plot=False)
ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain), ls='--', label='P')
ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi, ls='--', label='P')

H = P*k*K1*K2
gain, phase, w = bode(H, logspace(-1, 2), Plot=False)
ax[0].semilogx(w, 20*np.log10(gain), label='H')
ax[1].semilogx(w, phase*180/np.pi, label='H’)
ax[1].legend()

print('-----------------')
print('(GM, PM, wpc, wgc)')
print(margin(H)) (GM, PM, wpc, wgc)

(inf, 60.00000000000003, 
nan, 40.000000000000014)

ゲイン交差周波数を 40 rad/s
位相余裕を 60°
定常偏差を改善（定常偏差 0.02 以下）

ゲイン補償で27.12[dB]上げる
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閉ループ系のステップ応答
{'RiseTime': 0.031341050098324, 
'SettlingTime': 0.8486192026623113, 
'SettlingMin': 0.8748763490545179, 
'SettlingMax': 1.1217616048803796, 
'Overshoot': 13.741171664614088, 
'Undershoot': 0.0, 
'Peak': 1.1217616048803796, 
'PeakTime': 0.07473635023446491, 
'SteadyStateValue': 0.9862405920945597}

ゲイン交差周波数を 40 rad/s
位相余裕を 60°
定常偏差を改善（定常偏差 0.02 以下）

ループ整形法の例題
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閉ループ系の周波数特性 閉ループ系の設計仕様

バンド幅が⼗分⼤きい

ピークゲイン
が⼩さい

ループ整形法の例題
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勉強会の概要
制御⼯学の基礎

・制御とは，フィードバック制御，制御系設計

Pythonプログラミングの基礎
・Jupyter Notebook の使い⽅
・Pythonプログラミング ★ Python演習１

制御系設計のためのモデル
・伝達関数モデル，ブロック線図，時間応答，周波数応答 ★ Python演習２

制御系設計のためのモデル（復習）
・伝達関数モデル，時間応答，周波数応答

伝達関数モデルを⽤いた制御系設計
・閉ループ系の設計仕様，PID制御，モデルマッチング ★ Python演習３

ループ整形による制御系設計
・開ループ系の設計仕様，位相進み・遅れ補償 ★ Python演習４

状態空間モデルを⽤いた制御系設計
・状態空間モデル，状態フィードバック ★ Python演習５

Pa
rt

 1
Pa

rt
 2
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姉妹のよくある⽇常会話

なんかできる⼦になったきがする

気のせいだとおもう笑
じゃつぎは，状態空間モデルを使う︖

たしか，極配置．⾏列の固有値計算が
⾯倒だった記憶がある

そう，それ．でも⼤丈夫，
Pythonが計算してくれるから

⾓度と⾓速度はセンサで取得できる
から状態フィードバックにしよう

★まずは，状態フィードバック．その後，サーボ系やオブザーバ



55
Pythonで学ぶ制御⼯学

運動⽅程式垂直アーム

<latexit sha1_base64="h/q4P4u7ebGtbllkvAnaNfh6NhU="></latexit>

<latexit sha1_base64="siJYn265w/yD8jA4kYJO5+KvjGc="></latexit>

ラプラス変換

<latexit sha1_base64="V66I/RIFKRdAKKGxSrgzaYStB2o="></latexit>

<latexit sha1_base64="c7q/rRwj1hp9sud4EvGPAsPTigo="></latexit>

線形化

伝達関数

<latexit sha1_base64="h/q4P4u7ebGtbllkvAnaNfh6NhU="></latexit>

<latexit sha1_base64="siJYn265w/yD8jA4kYJO5+KvjGc="></latexit>

状態⽅程式

機械系のモデル
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運動⽅程式

ラプラス変換

伝達関数 状態⽅程式

台⾞

<latexit sha1_base64="pdRj1NZeXiqF6TPsjp7IHFyWzR8="></latexit>

<latexit sha1_base64="PrDjvZpjoyx+/mogTympsIEFfrw="></latexit>

<latexit sha1_base64="fA9CG80wNm/Y0TPqawhbVWvdL2Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="qhy1WFklEW1rGEJWgYcXat4KQzU="></latexit>

<latexit sha1_base64="v4gbEcXzImdEPtC4HfFL0wtgdJE="></latexit>

機械系のモデル

<latexit sha1_base64="fA9CG80wNm/Y0TPqawhbVWvdL2Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="qhy1WFklEW1rGEJWgYcXat4KQzU="></latexit>

状態の取り⽅には⾃由度がある



57
Pythonで学ぶ制御⼯学

電気系のモデル
RCL回路 増幅回路

+
-

イマジナリショート

<latexit sha1_base64="v9/7nv5X6Tk5/Y9kAAYV4hANiVg="></latexit>

<latexit sha1_base64="zu7WkvRsI9OsI78v4UThMBQ8Iqc="></latexit>

<latexit sha1_base64="v9/7nv5X6Tk5/Y9kAAYV4hANiVg="></latexit>

<latexit sha1_base64="zu7WkvRsI9OsI78v4UThMBQ8Iqc="></latexit>
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伝達関数モデルと状態空間モデルの関係

伝達関数モデル状態空間モデル

⼀意に決まる

無数にある（状態の取り⽅次第）
⼊⼒ー状態ー出⼒ ⼊⼒ー出⼒

可制御正準形での実現（最⼩実現）
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状態⽅程式のステップ応答
以下のコードを実⾏してみましょう

Python演習５

ss( A, B, C, D )

︓状態空間モデルの定義Python

A = [[0, 1], [-4, -5]]
B = [[0], [1]]
C = [[1, 0], [0, 1]]
D = [[0], [0]] 

Python

y, t = step(モデル，時間)

︓ステップ応答

出力 時間

from control.matlab import *
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

A = [[0, 1],[-4, -5]]
B = [[0], [1]]
C = np.eye(2)
D = np.zeros([2, 1])
P = ss(A, B, C, D)

Td = np.arange(0, 5, 0.01)
x, t = step(P, Td) 

fig, ax = plt.subplots(figsize=(3, 2.3))
ax.plot(t, x[:,0], label = '$x_1$')
ax.plot(t, x[:,1], ls = '-.', label = '$x_2$')
ax.set_xticks(np.linspace(0, 5, 6))
ax.set_yticks(np.linspace(-0.4, 0.6, 6))
ax.legend()
ax.grid(ls=':')
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状態空間モデルによる設計

状態⽅程式

解の公式

零⼊⼒応答 零状態応答

垂直アーム

⾏列指数関数
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n・初期値応答，位相⾯図

固有値と振る舞いの関係

固有値は -1 と -4

-1と-4に対応する固有ベクトル

どの初期値からでも原点に収束する
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固有値と振る舞いの関係

[ 1. -1.]

A = [[0, 1],
[1, 0]]

[0.+1.j 0.-1.j]

A = [[0, -1],
[1, 0]]

A = [[0, 1],
[-1, -1]]

[-0.5+0.866j -0.5-0.866j]

振動しながら収束する 発散する 振動しつづける
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状態空間モデルの漸近安定性

の応答は

のすべての固有値の実部が負
は安定（漸近安定）

⾏列指数関数

の要素は「 と の多項式の積」の線形結合

は⾏列 の固有値

が複素数だと，振動的な振る舞いになる

Python

np.linalg.eigvals(A)

︓固有値計算
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Python演習５

Python

x, t = initial(モデル，時間, 初期値)

︓初期値応答

状態 時間

Python

x, t, _ = lsim(モデル，入力，時間，初期値)

︓時間応答

状態 時間

A = [[0, 1],[-4, -5]]
B = [[0], [1]]
C = np.eye(2)
D = np.zeros([2, 1])
P = ss(A, B, C, D)

Td = np.arange(0, 5, 0.01)
Ud = 1*(Td>0) #ステップ入力
X0 = [-0.3, 0.4]

xst, t = step(P, Td) #ゼロ状態応答（ステップ入力）
xin, _ = initial(P, Td, X0) #ゼロ入力応答
x, _, _ = lsim(P, Ud, Td, X0) 

fig, ax = plt.subplots(1, 2, figsize=(6, 2.3)) 

for i in [0, 1]:
ax[i].plot(t, x[:,i], label='response’)
ax[i].plot(t, xst[:,i], ls='--', label='zero state’)
ax[i].plot(t, xin[:,i], ls='-.', label='zero input’)
ax[i].grid(ls=':')

ax[0].set_xlabel('t')
ax[0].set_ylabel('$x_1$')
ax[1].set_xlabel('t')
ax[1].set_ylabel('$x_2$')
ax[1].legend()
fig.tight_layout()

n状態空間モデルの応答
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状態フィードバック制御
レギュレータ問題
任意の初期状態に対して，状態変数 を とする

を

で安定化する
状態フィードバック制御

の固有値を指定（実部が負）して， を決める⽅法１）

⽅法２）

を最⼩化する を求める 最適レギュレータ（LQ）

極配置法

ただし，ここではシステムは可制御であるとする
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Python演習５︓極配置

Python︓極配置

F = -acker(A, B, 指定極)  
状態フィードバックゲイン

A = [[0, 1],[-4, 5]]
B = [[0], [1]]
C = np.eye(2)
D = np.zeros([2, 1])
P = ss(A, B, C, D)

Pole = [-1, -1]
F = -acker(P.A, P.B, Pole)

Acl = P.A + P.B*F
Pfb = ss(Acl, P.B, P.C, P.D)
Td = np.arange(0, 5, 0.01)
X0 = [-0.3, 0.4]
x, t = initial(Pfb, Td, X0) #ゼロ入力応答

fig, ax = plt.subplots(figsize=(3, 2.3))
ax.plot(t, x[:,0], label = '$x_1$')
ax.plot(t, x[:,1], ls = '-.', label = '$x_2$')
ax.grid(ls=':’)

指定極（Pole）を変えて，
応答の違いを⾒てみよう
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固有値をどこに配置するか︖

Re

Im

Re

Im

Re

Im

減衰性の観点 速応性の観点 制御⼊⼒の観点

45°

45°
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最適レギュレータ
レギュレータ問題（LQ）

を最⼩化する は

の正定対称解である

このときの閉ループ系の極
は安定で，ハミルトン⾏列
の安定固有値に等しい

ただし， は，リカッチ⽅程式
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Python演習５︓最適レギュレータ

Python︓最適レギュレータ

F, X, E = lqr(A, B, Q, R) 
F = -F 状態フィードバックゲイン

Q = [ [100, 0], [0, 1]]
R = 1

F, _, _ = lqr(P.A, P.B, Q, R)
F = -F

Acl = P.A + P.B*F
Pfb = ss(Acl, P.B, P.C, P.D)

Td = np.arange(0, 5, 0.01)
X0 = [-0.3, 0.4]
x, t = initial(Pfb, Td, X0) #ゼロ入力応答

fig, ax = plt.subplots(figsize=(3, 2.3))
ax.plot(t, x[:,0], label = '$x_1$')
ax.plot(t, x[:,1], ls = '-.', label = '$x_2$')
ax.set_xlabel('t')
ax.set_ylabel('x')
ax.legend()
ax.grid(ls=':')

重みQとRをを変えて，
応答の違いを⾒てみよう
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積分型サーボ系
サーボ問題
制御対象の出⼒ が⽬標信号 に定常偏差なく追従する

【内部モデル原理】
ステップ状の⽬標値に追従させる，
ステップ状の外乱を抑制する，

ためには，積分器が⼀つ必要

積分型サーボ系
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積分型サーボ系

拡⼤系を⽤いて設計（極配置，最適レギュレータ）
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サーボ問題の例題

制御対象

に対して１型サーボ系を構築する

拡⼤系
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サーボ問題の例題
最適レギュレータ問題（LQ）

を最⼩化する を求める

の正定対称解である

ただし， は，リカッチ⽅程式

評価関数

に対して，

Python︓最適レギュレータ

K, _, _ = lqr(A, B, Q, R) 
K = -K フィードバックゲイン
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サーボ問題の例題
import numpy as np
from control.matlab import *

A = [[0, 1], [-4, 5]]
B = [[0], [1]]
C = [1, 0]
D = 0
P = ss(A, B, C, D)

Abar = np.r_[ np.c_[ P.A, np.zeros((2,1)) ],
np.c_[ P.C, 0 ] ]

Bbar = np.c_[ P.B.T, 0 ].T
Cbar = np.c_[ P.C, 0 ]
x0 = np.array([[1], [0], [0]])

q1, q2, q3 = 10, 1, 1
Q = np.diag([q1, q2, q2])
R = 1
K, _, _ = lqr(Abar, Bbar, Q, R)
K = -K
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オブザーバ（状態推定）

の情報をすべて知っていればＯＫ
⇒ 知らなければ，推定する必要がある

→ オブザーバを⽤いて，出⼒ と
⼊⼒ から の推定値 を求める

<latexit sha1_base64="4KbyrfYqUp/TeXzrY+No7oQd7RI="></latexit>

オブザーバ

<latexit sha1_base64="I02ppL6P+HpAy+k79g37NbcJkoM="></latexit>

推定値

<latexit sha1_base64="gkI4/CLk3qc+dEI9ngudJBMArA0="></latexit>

<latexit sha1_base64="NFO8asVQzuuP3aztKWOFXfUfXeM="></latexit>

<latexit sha1_base64="IEnmA3JwMcwM+BP+Dju04WKN+MY="></latexit>
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オブザーバ

<latexit sha1_base64="4KbyrfYqUp/TeXzrY+No7oQd7RI="></latexit>

オブザーバ

<latexit sha1_base64="I02ppL6P+HpAy+k79g37NbcJkoM="></latexit>

推定値

<latexit sha1_base64="gkI4/CLk3qc+dEI9ngudJBMArA0="></latexit>

<latexit sha1_base64="NFO8asVQzuuP3aztKWOFXfUfXeM="></latexit>

<latexit sha1_base64="IEnmA3JwMcwM+BP+Dju04WKN+MY="></latexit>

同⼀次元オブザーバ

︓オブザーバゲイン

推定誤差 →
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オブザーバ

同⼀次元オブザーバ

が安定（固有値の実部が負）
となるように を決める

設計⽅法）

レギュレータと同じ形

Python︓極配置

F = -acker(A.T, C.T, 指定極)  
オブザーバゲインL = F.T

︓オブザーバゲイン
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オブザーバ

分離定理が成り⽴つので，
としてOK（オブザーバとコントローラを独⽴に設計可能）

<latexit sha1_base64="4KbyrfYqUp/TeXzrY+No7oQd7RI="></latexit>

オブザーバ

<latexit sha1_base64="I02ppL6P+HpAy+k79g37NbcJkoM="></latexit>

出⼒フィードバック制御器

<latexit sha1_base64="gkI4/CLk3qc+dEI9ngudJBMArA0="></latexit>

<latexit sha1_base64="NFO8asVQzuuP3aztKWOFXfUfXeM="></latexit>

<latexit sha1_base64="IEnmA3JwMcwM+BP+Dju04WKN+MY="></latexit>

Re

Im

オブザーバ極 レギュレータ極
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HomeWork

制御対象

に対してフィードバック制御系を構成する

<latexit sha1_base64="onlYrt5w+4+X/MXDQR3urxmQSwU="></latexit>

をループ整形により設計

・ゲイン交差周波数を 20 rad/s
・位相余裕を 60°
・定常偏差を改善（定常偏差 0.01 以下）
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HomeWork

上記の制御対象に対して，同⼀次元オブザーバ
を設計する．ただし，オブザーバ極は
-15±5j とする．また，制御対象の安定化には，
状態フィードバック制御を⽤いるものとし，
レギュレータ極は -5±5jとする

制御対象

に対して１型サーボ系を構築する
ただし，閉ループ極は -1, -1, -5 とする



81
Pythonで学ぶ制御⼯学

今⽇の⽬標
Level☆☆★

Level☆★★

Level★★★

・開ループ系の設計仕様の⽤語を説明できる
・開ループ系の安定余裕をPythonでチェックできる
・状態空間モデルをPythonで記述できる

・ループ整形法の流れが理解できる
・極配置法で状態フィードバックゲインが設計できる

・開ループ系の設計仕様を導くことができる
・最適レギュレータやサーボ系，オブザーバを説明できる
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次回予告︖
現代制御のところを
もうすこし詳しく

さらに，LMIを⽤いた
設計まで︖

乞うご期待︕
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各種仕様の推奨値

サーボ系 プロセス系
減衰係数 0.6〜0.8 0.2〜0.5
⾏き過ぎ量 0〜25％
ピークゲイン 1.1〜1.5 (1.3が標準）

サーボ系 プロセス系
位相余裕 40°〜60° 20°以上
ゲイン余裕 10〜20dB 3〜10dB

閉ループ系の仕様

開ループ系の仕様
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可制御性と可観測性

可制御︓任意の初期状態から，適当な時刻まで適当な⼊⼒を
加えることで，状態を零とすることができるか︖

可観測︓有限時間区間の出⼒および⼊⼒
から初期状態を⼀意に決定できるかどうか︖

Mc = ctrb (A, B)

Mo = obsv(A, C)


