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本書で用いる表記

変換
• f(s) = L [f(t)] 連続時間信号 f(t)の Laplace変換
• f(t) = L −1[f(s)] 逆 Laplace変換
• f(z) = Z [f ](z) 離散時間信号 f [k] の Z 変換

集合
• R 実数からなる集合
• Rn n次の実ベクトルからなる集合
• Rm×n m× nの実行列からなる集合
• C 複素数からなる集合
• C+ Re[s] > 0 であるような複素数 sからなる集合
• Cn n次の複素ベクトルからなる集合
• Cm×n m× nの複素行列からなる集合
• RH∞ 安定かつプロパーな有理関数の集合

ベクトル・行列
• I (Im×n) (m× n)の単位行列
• O (Om×n) (m× n)の零行列，行列の要素としての零ベクトル
• 0 零ベクトル
• M⊤ 行列M の転置
• M1/2 M = (M1/2)⊤(M1/2) を満たす正方行列
• detM , |M | 正方行列M の行列式
• rankM 行列M のランク（階数）
• traceM 行列M のトレース
• M ≻ O 正方行列M が正定
• M ⪰ O 正方行列M が半正定
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その他
• δ(t) Diracのデルタ関数
• us(t) 単位ステップ関数
• E [·] 期待値作用素
• ϕA(s) 行列A の特性多項式
• Re[λ] 複素数 λ ∈ C の実部
• Im[λ] 複素数 λ ∈ C の虚部

表記の基本的な規則
• スカラー 小文字アルファベットのイタリック体（a, b, k, u, y）
• ベクトル 小文字アルファベットのボールドイタリック体（x,e,v,d）
• 行列 大文字アルファベットのボールドイタリック体（A,B,C,P）
• システム 大文字小文字アルファベットの筆記体（P,K,L,S）



章末問題解答
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• １章の章末問題
• ２章の章末問題
• ３章の章末問題
• ４章の章末問題
• ５章の章末問題
• ６章の章末問題
• ７章の章末問題
• ８章の章末問題
• ９章の章末問題
• １０章の章末問題
• １１章の章末問題
• １２章の章末問題
• １３章の章末問題
• １４章の章末問題

1章
【 1 】 本文中で述べた例のほかに，たとえば計測工学，生産工学，管理工学，建築学，

情報処理などが考えられる。このほか，直接は動詞を使っていないが，生理学
と薬学の関係は，物理学と制御工学の関係に類似しているかもしれない。

【 2 】 少し離れた場所にマイクとスピーカーがある状況を考える。マイクに向かって
音声を発すると，アンプで増幅された音声がスピーカーから出力される。増幅
された音声は，少し遅れ，かつ減衰してマイクに達し，ふたたびマイクに拾わ
れることになる。減衰が少ないと，もとの音声と加え合わされた音量が発散す
ることで，ハウリングが生じる（マイク-スピーカー系は制御でよく用いる負帰
還ではなく，正帰還であることに注意）。



4 章 末 問 題 解 答

【 3 】 関節のガタ，ギヤのバックラッシュ，静止摩擦に起因する不感帯，台座の振動，
ロボットアームのたわみ，温度変化・ホコリの混入・経年劣化などによる摩擦
係数の変化，アナログ信号に混入するノイズ，電子回路の寄生容量・寄生イン
ダクタンス，モータドライバの飽和，電源電圧の変動，半導体の反応遅延，マ
イコンの演算遅れ，センサの分解能限界，など。

【 4 】 液体を入れる容器を作ることを考える。軽さ，堅牢性，耐腐食性，加工のしや
すさ，コスト，密閉性など。

トップへ戻る

2章
【 1 】 (常微分方程式の解)

(1) Y (s) = L [y(t)]とすると，Laplace変換の微分の性質から

L [ẏ(t)] = sY (s)− y(0)

L [ÿ(t)] = sL [ẏ(t)]− ẏ(0) = s(sY (s)− y(0))− ẏ(0)

= s2Y (s)− sy(0)− ẏ(0)

※一般に，y(t)の k 階微分 y(k)(t)の Laplace変換は以下のようになる。

L [y(k)(t)] = skY (s)− sk−1y(0)− sk−2ẏ(0)− · · · − sy(k−2)(0)− y(k−1)(0)

常微分方程式の両辺を Laplace変換すると

s2Y (s)− sy(0)− ẏ(0) + 4(sY (s)− y(0)) + 3Y (s) = 0

(s2 + 4s+ 3)Y (s) = sy(0) + ẏ(0) + 4y(0)

Y (s) =
s+ 4

s2 + 4s+ 3

右辺を部分分数展開すると
s+ 4

(s+ 1)(s+ 3)
=

{
s+ 4

s+ 3

}
s+1=0

1

s+ 1
+

{
s+ 4

s+ 1

}
s+3=0

1

s+ 3

=
3

2

1

s+ 1
− 1

2

1

s+ 3

L −1

[
1

s+ 1

]
= e−t,L −1

[
1

s+ 3

]
= e−3t

であるから，

y(t) = L −1[Y (s)] =
3

2
e−t − 1

2
e−3t.
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(2) 両辺を Laplace変換すると

s2Y (s)− sy(0)− ẏ(0) + 2(sY (s)− y(0)) + Y (s) = 0

(s2 + 2s+ 1)Y (s) = sy(0) + ẏ(0) + 2y(0)

Y (s) =
s+ 2

(s+ 1)2

分母に重複根があるので，部分分数展開の際には注意が必要である。
s+ 2

(s+ 1)2
=

A

(s+ 1)2
+

B

s+ 1

を満たす A,B を求めると，A = 1, B = 1となる（もしくは，付録に述べ
た Heavisideの展開定理を用いればよい）。また，

L −1

[
1

(s+ 1)2

]
= te−t

であるから，

y(t) = L −1[Y (s)] = te−t + e−t = (t+ 1)e−t.

【 2 】 (RLC回路の伝達関数)

回路を流れる電流を i(t)とすると，Kirchhoffの電圧則から，

vi(t) = vR(t) + vC(t) + vL(t)

R, L, C それぞれについての基本法則から

vR(t) = Ri(t)∫ t

0

i(τ)dτ = CvC(t)

vL(t) = L
d

dt
i(t)

が成り立つ。したがって

vi(t) = Ri(t) +
1

C

∫ t

0

i(τ)dτ + sL
d

dt
i(t)

Vi(s) = L [vi(t)], I(s) = L [i(t)]とし，すべての変数の初期値を 0とおいて
両辺を Laplace変換すると，

Vi(s) =

(
R+

1

Cs
+ Ls

)
I(s)

I(s) =
Cs

LCs2 +RCs+ 1
Vi(s)
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を得る。最後に，

VR(s) = RI(s)

VC(s) =
1

Cs
I(s)

VL(s) = sLI(s)

の関係から，vi から vR, vC , vL までの伝達関数はそれぞれ
VR(s)

Vi(s)
=

RCs

LCs2 +RCs+ 1

VC(s)

Vi(s)
=

1

LCs2 +RCs+ 1

VL(s)

Vi(s)
=

LCs2

LCs2 +RCs+ 1

となる。
【 3 】 （式 (2.15)の導出）

R := sI −A =



s −1 0 0 · · · 0 0

0 s −1 0 · · · 0 0

0 0 s −1 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · −1 0

0 0 0 0 · · · s −1

a0 a1 a2 a3 · · · an−2 s+ an−1


とおいて，Rを第 n行目について余因子展開する。

R̃n1 = (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



−1 0 · · · 0 0

s −1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −1 0

0 0 · · · s −1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)(n+1)+(n−1) = 1

R̃n2 = (−1)n+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



s 0 · · · 0 0

0 −1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −1 0

0 0 · · · s −1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+2+n−2s = s
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...

R̃n,n−1 = (−1)2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



s −1 · · · 0 0

0 s · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · s 0

0 0 · · · 0 −1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2n−1+1sn−2 = sn−2

R̃nn = (−1)2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



s −1 · · · 0 0

0 s · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · s −1

0 0 · · · 0 s



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2nsn−1 = sn−1

となる。したがって，余因子展開により

ϕA(s) = |R| = a0R̃11 + · · ·+ an−2R̃n−1,1 + (s+ an−1)R̃nn

= sn + an−1s
n−1 + an−2s

n−2 + · · ·+ a0

を得る。また，B は第 1要素のみ 1であとは 0であるので，CR−1B はC

とR−1 の第 n列との内積である。したがって，m < nの場合は

CR−1B =
1

|R| (C1R̃n1 + · · ·CnR̃nn) =
1

|R| (b0R̃n1 + · · · bmR̃m+1,1)

=
bmsm + bm−1s

m−1 + · · ·+ b1s+ b0
sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0

m = nの場合は

CR−1B +D

=
1

|R| ((b0 − bna0)R̃n1 + · · · (bn−1 − bnan−1)R̃n,1) + bn

=
bn−1s

n−1 + · · ·+ b1s+ b0
sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0

− bn
an−1s

n−1 + · · ·+ a1s+ a0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0
+ bn

=
bns

n + bn−1s
n−1 + · · ·+ b1s+ b0

sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s+ a0

【 4 】 (常微分方程式からの状態方程式への変換)

本文中で述べたように，y(t), ẏ(t) の組を状態変数としてもうまく表現できな
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い。ここでは，いったん uと yの関係を伝達関数に表すこととし，初期値をす
べて 0とおいて両辺を Laplace変換しよう。

s2Y (s) + sY (s) + Y (s) = U(s) + sU(s)

Y (s)

U(s)
=

s+ 1

s2 + s+ 1

これを，本文の式 (2.13)の方法を用いて状態方程式になおすと

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

A =

[
0 1

−1 −1

]
, B =

[
0

1

]
, C =

[
1 1

]
なお，ここから状態と出力，入力の関係を逆算すると，y = x1 + x2 より
ẏ = ẋ1 + ẋ2, ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 − x2 + uから ẋ1, ẋ2 を消去することで

x1 = u− ẏ, x2 = −u+ ẏ + y

であることがわかる。内部状態には y とその高階微分だけでなく，uの情報も
含まれていることになる。

【 5 】 (伝達関数から状態方程式への変換)

本文の式 (2.13)の方法を用いて

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

A =

[
0 1

−3 −4

]
, B =

[
0

1

]
, C =

[
2 1

]
【 6 】 (線形近似)

状態変数を x := [x1, x2]
⊤ = [θ, θ̇]⊤ とする。

ẋ1 = x2

mℓ2ẋ2 = −mgℓ sinx1 + u

より，非線形状態方程式は

ẋ = F (x,u)

F (x,u) =

 x2

−g

ℓ
sinx1 +

1

mℓ2
u


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垂下状態x∗ = [0, 0]⊤，u∗ = 0のときにはF (x∗, u∗) = 0である。x̄ = x−x∗,

ū = u = u∗ とおいて，この近傍で線形近似を行うと

˙̄x = Ax̄+Bū

A =
∂F

∂x
(x∗, u∗) =

 0 1

−g

ℓ
cosx1 0

∣∣∣∣∣∣ x1 = 0

x2 = 0

u = 0

=

 0 1

−g

ℓ
0



B =
∂F

∂u
(x∗, u∗) =

 0
1

mℓ2


出力を θ とすると，

y = Cx̄, C =
[
1 0

]
uから y までの伝達関数 Gyu は

Gyu(s) = C(sI −A)−1B

=
1

s2 + g/ℓ

[
1 0

]  s −1
g

ℓ
s

 0
1

mℓ2


= − 1

mℓ2s2 +mgℓ

トップへ戻る

3章
【 1 】 （ステップ応答の導出の別解）

【1次系のステップ応答】

ys(t) = L −1

[
G(s)1

s

]
= L −1

[
K

s(Ts+ 1)

]
= KL −1

[
1

s
− T

Ts+ 1

]
= KL −1

[
1

s
− 1

s+ 1/T

]
= K

(
1− e−t/T

)
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【2次系のステップ応答】
（ζ > 1の場合）s2 + 2ζωn + ω2

n = (s− p1)(s− p2)とおいて，

ys(t) = L −1

[
G(s)1

s

]
= L −1

[
Kp1p2

s(s− p1)(s− p2)

]
= Kp1p2L

−1

[
1

p1p2

1

s
+

1

p1(p1 − p2)

1

s− p1
− 1

p2(p1 − p2)

1

s− p2

]
= KL −1

[
1

s
+

1

p1 − p2

(
p2

s− p1
− p1

s− p2

)]
= K

(
1 +

1

p1 − p2
(p2e

p1t − p1e
p2t)

)
【 2 】 （G(jω)と G(−jω)の関係）

G(s)の分母多項式をD(s)を sについて偶数次の項D0(s)と奇数次の項D1(s)に
分けてD(s) = D0(s)+D1(s)とし，同様に分子多項式もN(s) = N0(s)+N1(s)

とする。いずれも実係数の多項式であるので，

Re[D(jω)] = D0(jω), Im[D(jω)]/j = D1(jω)

D0(−jω) = D0(jω), D1(−jω) = −D1(jω)

D(−jω) = D̄(jω)

の関係がある。N(s)についても同様に N(−jω) = N̄(jω)であるので，

G(−jω) = Ḡ(jω).

【 3 】 （状態方程式の解とふるまい）

(sI −A)−1 =

[
s −1

−16 s+ 6

]−1

=
1

(s+ 8)(s− 2)

[
s+ 6 1

16 s

]

=
1

s− 2

[
1 0

0 1

]
+

1

(s+ 8)(s− 2)

[
−2 1

16 −8

]

=
1

s− 2

[
1 0

0 1

]
+

1

10

(
1

s− 2
− 1

s+ 8

)[
−2 1

16 −8

]

=
1

10

1

s− 2

[
8 1

16 2

]
− 1

10

1

s+ 8

[
−2 1

16 −8

]

より，
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eAt = L −1 [(sI −A)−1]
=

1

10

[
8e2t e2t

16e2t 2e2t

]
− 1

10

[
−2e−8t e−8t

16e−8t −8e−8t

]

状態空間での回の振る舞いの概形と，初期状態 x0 = [0, 1]⊤ から発した解の時
間応答はそれぞれ以下のとおり。A は正の固有値 2 と負の固有値 −8 をもつ
ので，サドル型の振る舞いを示している。

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x1

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x
2

解図 3.1: 解の振る舞い

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
t

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

x1

x2

解図 3.2: 状態変数の応答 (x0 = [0, 1]⊤)

【 4 】 （状態方程式の解）
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(1) eAt を求める

eAt = L −1 [(sI −A)−1] = L −1

[s+ 1 1

−1 s+ 1

]−1


= L −1

[
1

s2 + 2s+ 2

[
s+ 1 −1

1 s+ 1

]]

各要素を逆ラプラス変換するために，分母を平方完成してみると

L −1

[
s+ 1

s2 + 2s+ 2

]
= L −1

[
(s+ 1)

(s+ 1)2 + 12

]
= e−t cos t

L −1

[
1

s2 + 2s+ 2

]
= L −1

[
1

(s+ 1)2 + 12

]
= e−t sin t

よって

e−At = e−t

[
cos t − sin t

sin t cos t

]

のように，指数減衰 e−t と回転行列の積となる。状態空間での解のふるま
いは以下のとおり。

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x1

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x
2

解図 3.3: 解の振る舞い

(2) (ゼロ状態応答とゼロ入力応答の合成)

u(t) ≡ 1のときのゼロ状態応答は

C

∫ t

0

eA(t−τ)Bdτ = −
∫ t

0

e−(t−τ) sin(t− τ)dτ
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不定積分の公式∫
e−t sin tdt = −e−t

2
(sin t+ cos t)

を用いると，

C

∫ t

0

eA(t−τ)Bdτ =
1

2

[
e−τ (sin τ + cos τ)

]t
0
=

1

2

(
e−t(sin t+ cos t)− 1

)
となる。出力 y(t)はゼロ入力応答とゼロ状態応答の和なので

y(t) = CeAtx0 +C

∫ t

0

eA(t−τ)Bdτ

= −e−t sin t+
1

2

(
e−t(sin t+ cos t)− 1

)
応答の概形を，比較のためのゼロ入力応答 (u(t) ≡ 0の場合)とともに示す。

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
t

0.6

0.4

0.2

0.0

y(
t) u(t)=0

u(t)=1

解図 3.4: 初期状態 x0 = [0, 1]T からの応答 y(t)（定数入力 0, 1の場合）

【 5 】 （正弦波応答）
入力のラプラス変換 U(s)は

U(s) = L [5 sin 100t] =
500

s2 + 10000

これを入力した時の応答は
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y(t) = L −1[G(s)U(s)] = 500L −1

[
1

s+ 10

1

s2 + 10000

]
= 500

1

10100

(
1

s+ 10
+

−s+ 10

s2 + 10000

)
=

5

101

(
e−10t − cos 100t+

1

10
sin 100t

)
=

5

101

(
e−10t +

√
101

100
sin (100t+ θ)

)

ただし θ = tan−1(−10) ≈ −84.3[deg]である。第 1項は tの増大とともに指
数的に 0に収束するので，定常応答 y∞(t)は

y∞(t) = 5 · 1

10
√
101

sin (100t+ θ)

y(t) → y∞(t)(t → ∞)

となる。なお，ω = 100のときの周波数特性を計算してみると

G(100j) = 1

10 + 100j
=

1

10

1− 10j

101

|G(100j)| = 1

10
√
101

≈ −40[dB], ∠G(100j) = tan−1(−10)

となり，

y∞(t) = 5 · |G(100j)| sin(100t+∠G(100j))

を満たしていることがわかる。実際の y(t)と定常応答 y∞(t)は下図のとおり。

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
t

0.04

0.02

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

y

y(t)

y(t) as t tends to ∞

解図 3.5: 正弦波応答

また，参考までに G(s)の Bode線図を以下に示す。
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解図 3.6: Bode線図（黒丸は ω = 100[rad/s]）の点

【 6 】 (Bode線図とベクトル軌跡)

G(s)をいくつかの要素の直列結合に分解して

G(s) = G0(s)G1(s)G2(s)G3(s)

G0(s) = 10, G1(s) =
1

s
, G2(s) =

1

s+ 1
, G3(s) =

10

s+ 10

とする。それぞれの要素の Bode線図は以下のようになる。
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解図 3.7: G0(s),G1(s)の Bode線図
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G2

G3

解図 3.8: G2(s),G3(s)の Bode線図

これらを重ね合わせることで G(s)の Bode線図が描ける。
積分器を含むため，ベクトル軌跡における ω → 0のときの漸近特性を把握
するには，G(jω)の実部と虚部の挙動を調べておく必要がある。
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解図 3.9: G(s)の Bode線図

lim
ω→0

Re[G(jω)] = −11, lim
ω→0

Im[G(jω)] = − lim
ω→0

1

ω
→ −∞

G(jω) = 100

jω(jω + 1)(jω + 100)
= −100(11ω + (1− ω2)j)

ω(1 + ω2)(100 + ω2)

ベクトル軌跡の概形は以下のとおり。

20 15 10 5 0 5 10 15 20
Re

20

15

10

5

0

5

10

15

20

Im O

解図 3.10: G(s)のベクトル軌跡
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トップへ戻る

4章
【 1 】 （可制御性グラム行列と到達入力）

式 (4.5)の入力 u(t)を与えた時の x(T )を確認する。

x(T ) = eATx0 −
∫ T

0

eA(T−τ)Bu(τ)dτ

= eATx0 − eAT

∫ T

0

e−AτBB⊤e−A⊤τG−1
c (T )(x0 − e−ATxf )dτ

= eATx0 − eAT

∫ T

0

e−AτBB⊤e−A⊤τdτ ·G−1
c (T )(x0 − e−ATxf )

= eATx0 − eATGc(T )G
−1
c (T )(x0 − e−ATxf )

= eATx0 − eATx0 + xf

= xf

参考までに，下記の 3章の問題【4】で用いたシステム

A =

[
−1 −1

1 −1

]
, B =

[
0

1

]

の場合の計算例を示そう。このシステムは

V c =

[
−1 0

−1 1

]

が正則なので可制御である。可制御性グラム行列 Gc(T ) を求め，これを用
いて計算した制御入力 (4.5) を与えた結果を下図に示す。ここでは T = 10,

x0 = [1, 0]⊤，xf = [−0.5,−0.5]⊤ としている。
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解図 4.1: x0 = [1, 0]⊤ から xf = [−0.5,−0.5]⊤ への到達

状態空間での軌跡は以下のとおり。

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x1

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x
2

解図 4.2: x0 = [1, 0]⊤ から xf = [−0.5,−0.5]⊤ への到達

【 2 】 2章【3】の問題で求めた通り。
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【 3 】 （正準分解の導出）
まず可制御性と可観測性を調べる。

V c =


0 0 0

0 0 0

1 −2 4

 , V o =


1 0 0

0 −1 0

−1 1 0


であり，rankV c = 1, rankV o = 2であるからシステムは不可制御かつ不可
観測である。さらに部分空間の構造を調べると

ImV c = KerV o = span



0

0

1




となり，1次元の可制御部分空間の基底と不可観測部分空間の基底が共通して
いる。したがって

ncō = 1, nco = 0, nc̄ō = 0, nc̄o = 2

であり，1次元の可制御・不可観測な部分空間と 2次元の不可制御・可観測な
部分空間に分解されることになる。変換行列として

T =


0 1 0

0 0 1

1 0 0


−1

をとって等価変換すると，

Ā =


−2 1 0

0 0 −1

0 1 −1

 , B̄ =


1

0

0

 , C̄ =
[
0 1 0

]

と正準分解される。
【 4 】 （座標変換による伝達関数の不変性）

Q := T−1(sI − TAT−1)−1T

とおくと，その逆行列は

Q−1 = T−1(sI − TAT−1)T = sI −A

であるので，Qは (sI −A)−1 に等しいことがわかる。したがって



章 末 問 題 解 答 21

C̄(sI − Ā)−1B̄ = CT−1(sI − TAT−1)−1TB = CQB

= C(sI −A)−1B

【 5 】 （座標変換による伝達関数の不変性：具体例）

(1) uから y までの伝達関数

Gyu(s) = C(sI −A)−1B =
s+ 3

s2 + 5s+ 4

(2) 状態方程式への変換

Ā = TAT−1 =

[
0 1

−4 −5

]
, B̄ = TB =

[
0

1

]
C̄ = CT−1 =

[
3 1

]
(3) 伝達関数への再変換

Gyu(s) = C̄(sI − Ā)−1B̄ =
s+ 3

s2 + 5s+ 4

となり，(1)の結果と一致する。
【 6 】 有限時刻までの出力から初期値が一意に決定できるための必要十分条件は，シ

ステムが可観測であることである。可観測性行列は，

V o =

[
C

CA

]
=

[
1 1

0 1 + a

]

であるので，1 + a ̸= 0，すなわち，a ̸= −1 のとき可観測（detV o ̸= 0）で
ある。一方，y(0) = 2 + a，ẏ(0) = a(1 + a) である。そして，[

y(0)

ẏ(0)

]
= V ox(0)

であるので，a ̸= −1 を満たすとき（可観測であるとき），

x(0) = V −1
o

[
2 + a

a(1 + a)

]
=

[
2

a

]

を得る。【別解】後半部分は，ẋ = Axの解（行列指数関数）を求めて，y(t)を

y(t) = CeAtx(0) =

[
1

1 + a

a
eat − 1

a

]
x(0)

としてから，係数比較をしても良い。
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トップへ戻る

5章
【 1 】 (Routh-Hurwitzの方法による安定判別)

まず，分母多項式の係数はすべて正なので，条件１は満たしている。つぎに，
Routh表を作成する。

s4 1 3 5

s3 2 4 0

s2 b1 :=
2 · 3− 1 · 4

2
= 1 b2 :=

2 · 5− 1 · 0
2

= 5 b3 = 0

s1 c1 :=
1 · 4− 2 · 5

1
= −6 c2 :=

1 · 0− 2 · 0
1

= 0 c3 = 0

s0 d1 :=
−6 · 5− 1 · 0

−6
= 5 d2 :=

−6 · 0− 1 · 0
−6

= 0 d3 = 0

Routh数列は，1, 2, 1,−6, 5 となり，条件２は満たされない。これより，シス
テムは不安定である。また，Routh数列の符号が２回変わっているので，不安
定極は２個である。
同様に，Hurwitz行列を確認すると，

|H1| = a1 = 4

|H2| = −a0a3 + a1a2 = 2

|H3| = −a0a
2
3 − a2

1 + a1a2a3 = −12

|H4| = −a0a
2
3 − a2

1 + a1a2a3 = −12

となり，正でないものを含むため不安定である。
【 2 】 (Lyapunovの方法による内部安定性判別)

Lyapunov方程式

A⊤P +PA+ I = O

を P について解く。その際，P は対称かつ正定行列であるので，p, q, r ∈ R
を変数として

P =

[
p q

q r

]

とおき，p > 0, pr − q2 > 0を満たす解を求める。Lyapunov方程式より
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PA+A⊤ +Q =

[
−4p+ 4q + 1 p− 5q + 2r

p− 5q + 24 2q − 6r + 1

]
=

[
0 0

0 0

]

これを解いて p = 17/40, q = 7/40, r = 9/40 を得る。p > 0かつ pr − q2 =

104/402 > 0より P は正定，よってAは安定行列である。
【 3 】 (フィードバック系の内部安定性)

K(s) =
(s− 1)(s− 2)

(s+ 1)2

P(s) =
s+ 1

(s+ 2)(s− 2)

であり，K(s)と P(s)の間で不安定極 2 の相殺が起きている。したがって，こ
の K(s)と P(s)でフィードバック系を構成した場合，rから yまでの伝達関数

Gyr(s) =
s− 1

s2 + 4s+ 1

は入出力安定であるにも関わらず，フィードバック系は内部不安定となって
いる。
実際，その他の信号間の伝達特性をみると，たとえば

Gyd =
(s+ 1)2

(s− 2)(s2 + 4s+ 1)

は不安定である。また，フィードバック系の特性多項式

ϕFB = (s− 2)(s+ 1)(s2 + 4s+ 1)

にも不安定根 2が表れている。
【 4 】 (Nyquistの安定判別 (安定系))

(1) r から y までの伝達関数 G(s)は

G(s) = 10k

s3 + 12s2 + 21s+ 10(1 + k)

(2) P(s)を因数分解すると

P(s) =
10

(s+ 1)2(s+ 10)

であるので，その Bode線図は 1次系の Bode線図の足し合わせとして描
くことができる。
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解図 5.1: P(s)の Bode線図

ゲイン余裕 GM は以下のようにして求められる。P(jω)を解析すると

P(jω) =
10

(10− 12ω2) + (21− ω2)ωj

= 10
(10− 12ω2)− (21− ω2)ωj

(10− 12ω2)2 + (21− ω2)2ω2

位相交差角周波数は，虚部が 0 となる条件から ωpc =
√
21rad/s と求め

られる。このときのゲインは

|P(jωpc)| =
10√

(ω2
pc + 1)2(ω2

pc + 102)
=

10

22×
√
121

=
1

24.2

であり，ここからゲイン余裕は GM = −20 log10 24.2 ≈ 27.7dBである。
(3) k = 100 のときの kP(s) の Nyquist 軌跡は下図のとおり（左は全体図，

右は拡大図）。Nyquist 軌跡は実軸上の点 −1 を時計回りに２回囲んでい
る（N = −2）。kP(s)は安定であるから Π = 0，したがって定理 5.10よ
り Z = Π−N = 2であり，フィードバック系は不安定である（不安定極
を 2つ持つ）。
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解図 5.2: Nyquist軌跡 (右は拡大図)

(4) (1)で求めた伝達関数 G(s)に Routhまたは Hurwitzの安定判別法 (p.61

の条件 (3))を適用すると，安定性の必要十分条件は

1 + k > 0, 12 · 21 > 10(1 + k)

であるので，k > 0を考慮すると 0 < k < 24.2，すなわち 24.2がゲイン
の上限となる。
(3)で描いた k = 100のNyquist軌跡はこの条件を満たさない，すなわち
不安定な場合であった。また (2)のGM導出時に求めたとおり，k = 24.2

のときにちょうど Nyquist軌跡が点 −1を通る。k < 24.2のときには右
側を通るのでN = 0，したがって定理 5.10より Z = Π−N = 0となり，
フィードバック系は安定である。このように，どちらの安定判別法も同じ
結論を導く。

【 5 】 (Nyquistの安定判別 (不安定系))

P(s)は不安定極 1をもつので Π = 1である。したがって，フィードバック系
が内部安定 (Z = 0)となるための必要十分条件は N = Π，つまり Nyquist軌
跡が点 −1を反時計回りに 1回囲むことである。a = 0.8, a = 2, a = 3の場合
の P(s)K(s)の Nyquist軌跡の概形を下図に示す。
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解図 5.3: Nyquist軌跡

ω = 0の時に点 −aを通り，ω → ±∞の時に原点に収束することに注意さ
れたい。したがって a = 0.8のときは時計回りの閉曲線，（a = 1のときに曲
線がつぶれて裏返り）a = 2, 3のときには反時計回りとなる。つまり a = 0.8

のときは N = −1（不安定），a = 2のときは N = 1（安定），a = 3のときは
N = 0（不安定）である。なお，

P(s)K(s)

1 + P(s)K(s)
=

3

s2 + (a− 1)s+ (3− a)

を Routh-Hurwitzの方法で調べれば，安定性の必要十分条件は 1 < a < 3で
あることがわかる。

トップへ戻る

6章
【 1 】 (1) ステップ応答 y(t)を計算すると，

y(t) = K

(
1− e−ζωnt cos ω̄nt−

ζ√
1− ζ2

e−ζωnt sin ω̄nt

)

= K

(
1− 1√

1− ζ2
e−ζωnt sin(ω̄nt+ θ)

)
, θ = tan−1

√
1− ζ2

ζ

となる。ただし，ω̄n = ωn

√
1− ζ2 である。その時間微分は

ẏ(t) =
Kωn√
1− ζ2

e−ζωnt sin ω̄nt

であるので，これが 0 となるのは，t = nπ/ω̄n, n = 0, 1, 2, . . . のときで
あることがわかる。これより，行き過ぎ時間 tp > 0 は
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tp =
π

ω̄n
=

π

ωn

√
1− ζ2

となる。したがって，最大行き過ぎ量は

Amax = y(tp)− y∞ = K exp

(
− πζ√

1− ζ2

)

となる。
(2) ステップ応答の振動成分の包絡線は

K

(
1± 1√

1− ζ2
e−ζωnt

)

である。これが 1.05K となる t を整正時間の近似値とする。計算とす
ると，

ts =
1

ζωn
ln

(
20√
1− ζ2

)
≃ ln 20

ζωn
≃ 3

ζωn

を得る。同様に，2%整定時間は，ts ≃ ln 50/(ζωn) ≃ 4/(ζωn) となる。
(3) y(t) = K とすると

−
√

1− ζ2

ζ
= tan ω̄nt

となる。これより，

tr =
1

ωn

√
1− ζ2

tan−1

(
−
√
1− ζ2

ζ

)

を得る。
【 2 】 ピークゲインは，|P(jω)| を計算し，その分母が最小となる周波数 ωp でのゲ

インを計算すればよい。

|P(jω)| = Kω2
n√

(ω2
n − ω2)2 + (2ζωnω)2

である。したがって，(ω2
n − ω2)2 + (2ζωnω)

2 が最小となる ω > 0 は，
d

dω
(ω2

n − ω2)2 + (2ζωnω)
2 = −4ω(ω2

n − ω2) + 8ζ2ω2
nω

= 4ω(ω2 − ω2
n(1− 2ζ2)) = 0

の根を求めて，ωp = ωn

√
1− 2ζ2 となる。そして，
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Mp = |P(jωp)| =
Kω2

n√
(ω2

n − ω2
n(1− 2ζ2))2 + (2ζω2

n

√
1− 2ζ2)2

=
K√

(1− (1− 2ζ2))2 + 4ζ2(1− 2ζ2)

=
K√

4ζ2(ζ2 + 1− 2ζ2)

=
K

2ζ
√

1− ζ2

が得られる。
【 3 】

tpωn =
π√

1− ζ2

と

ln

(
Amax

K

)
= − πζ√

1− ζ2

より，

ζωn = − 1

tp
ln

(
Amax

K

)
が得られる。なお，ζωn は極の実部の大きさである。つまり，2次遅れ系のス
テップ応答を観測し，その観測データから Amax，tp，K を読み取ることで，
極の位置を知ることができる。さらに，

ωn =

√(
π

tp

)2

+ (ζωn)2, ζ =
(ζωn)

ωn

より，ωn と ζ を Amax，K，tp で表すこともできる。この作業は，パラメー
タ同定と呼ばれる。

【 4 】 1 次遅れ系のステップ応答は，y(t) = 1 − e−t/T である。これより，y(T ) =

1 − e−1 = 0.632，y(2T ) = 1 − e−2 = 0.864，y(3T ) = 1 − e−3 = 0.950，
y(4T ) = 1 − e−4 = 0.981となる。つまり，t = 3T が 5%整定時間，t = 4T

が 2%整定時間である。
【 5 】 解図 6.1を考え，ベクトル −1 + j0と L(jωgc) の差が −(1 + L(jωgc)) とな

ることと，それらのベクトルのなす角が PM であることから，式 (6.3)が得ら
れる。



章 末 問 題 解 答 29

Re

Im

<latexit sha1_base64="LBMA2H11SYJBlLzLUPS81jwkguA="></latexit>

解図 6.1: 位相余裕と還送差 1 + L(s)の関係

【 6 】 ë(t) = −ÿ(t) = 2ζẏ(t) + y(t) − r(t) = −2ζė(t) − e(t) であるので，ë(t) +

2ζė(t)+ e(t) = 0 となる。また，初期条件は，e(0) = 1，ė(0) = 0 を得る。こ
れより，

e(t) = K1e
λ1t +K2e

λ2t

となる。ただし，λ1, λ2 = −ζ ±
√

ζ2 − 1である。さらに，初期条件より，関
係式 K1 +K2 = 1, K1λ1 +K2λ2 = 0 が得られる。ここで，評価関数の値
は，e(t) を代入して，積分すると

J =

∫ ∞

0

e(t)2dt = −K2
1

2λ1
− 2K1K2

λ1 + λ2
− K2

2

2λ2

となる。K1,K2, λ1, λ2 を消去して整理すると，

J = ζ +
1

4ζ

となるので，dJ/dζ = 0 となる ζ が ζ = 1/2 と求まる（d2J/dζ2 > 0）。さ
らに，ζ = 1/2 のときの評価関数の値は，J = 1 である。
【別解】Lyapunov 方程式 PA +A⊤P = −C⊤C を利用して求めることが
できる。x := [e ė]⊤ とすると

Σ :

 ẋ(t) = Ax(t)

y(t) = Cx(t)
, A =

[
0 1

−1 −2ζ

]
, B =

[
0

1

]
, C = [ 1 0 ]
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となる。このとき，

J =

∫ ∞

0

e(t)2dt = x(0)⊤Px(0)

となる。なぜなら，被積分関数は，e(t)2 = x(t)⊤C⊤Cx(t) であるので，
C⊤C = −PA+A⊤P を代入し，整理すると，∫ ∞

0

x(t)⊤C⊤Cx(t)dt = −
∫ ∞

0

x(t)⊤(PA+A⊤P )x(t)dt

= −
∫ ∞

0

x(t)⊤P ẋ(t) + ẋ(t)⊤Px(t)dt

= −
∫ ∞

0

d

dt
{x(t)⊤Px(t)}dt

= −x(∞)⊤Px(∞) + x(0)⊤Px(0)

となるからである。なお，A は安定行列なので，x(∞) = lim
t→∞

eAtx(0) = 0

であることに注意する。さて，上記の Lyapunov方程式を解くと，

P =


ζ +

1

4ζ

1

2

1

2

1

4ζ


が得られる。そして，x(0) = [1 0]⊤であるので，J = x(0)⊤Px(0) = ζ+1/4ζ

となる。さらに，∂J/∂ζ = 0 となる ζ は，ζ = 1/2 であり，そのときの J は，
J = 1 となる。

トップへ戻る

7章
【 1 】 特性多項式は，Ts3 + s2 +Kks+K である。Routh-Hurwitzの安定判別法

より，k > T を得る。
【 2 】 フィードバック制御系は

Gyr =
10k(s+ 4)

s3 + 3s2 + (2 + 10k)s+ 40k

である。k = 0 のときは，Gyr = 0となる。さらに，特性多項式は s3 +3s2 +

(2+10k)s+40k であるので，Routh-Hurwitzの安定判別法より 0.6 > k > 0

となる。つまり，k = 0.6 のとき安定限界となる。つぎに，k = 0.6 のとき，
s3 +3s2 +8s+24 = (s2 +8)(s+3) であるので，s = −3, ± 2

√
2i が閉ルー

プ極である。
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【 3 】 閉ループ系は

Gyr(s) =

P(s)

(
kP +

kI
s

)
1 + P(s)

(
kP +

kI
s

+ kDs

) =
b0kPs+ b0kI

s3 + (b0kD + a1)s2 + (a0 + b0kp)s+ b0kI

である。これより，1/Gyr(s)は，

1+
a0s

b0kI
+

(
−a0kP

b0k2
I

+
a1

b0kI
+

kD
kI

)
s2+

(
a0k

2
P

b0k3
I

− a1kP
b0k2

I

− kDkP
k2
I

+
1

b0kI

)
s3+O

(
s4
)

となるので，3 次の項まで一致させると

kP =
ω2
n

b0
, kI =

a0ωn

2b0ζ
, kD =

a0

2b0ωnζ
− a1

b0
+

2ωnζ

b0

が得られる。
【 4 】 特性多項式は，ϕ(s) = s3 + 4s2 + (3 + 3k)s + 3 となる。この根の実部がす

べて −1 未満になること確認するためには，t = s+ 1 とおき，ϕ(t− 1) が安
定多項式であることを Routh-Hurwitzの安定判別法で確認すればよい。実際，
ϕ(t− 1) = t3 + t2 + (3k− 2)t+ (3− 3k) となるので，5/6 < k < 1 が得られ
る。一方，k = 1の場合，安定な極零相殺が生じるので，ϕ(s) = s2 + 3s+ 3k

となる。この場合，k > 0であれば，特性多項式の根の実部は −1.5 となるた
め，k = 1 でも良い。したがって，5/6 < k ≤ 1 を得る。

【 5 】 (1) 特性多項式は，ϕ(s) = s3+2s2+(k1+4)s+k0 となる。Routh-Hurwitz

の安定判別法より，

k0 > 0, k1 > −4, 8 + 2k1 − k0 > 0 → k1 >
1

2
k0 − 4

を得る。ところで，k0 = 0 のときは，K(s) = k1 であるので，ϕ(s) =

s2 + 2s+ (k1 + 4) となる。したがって，k1 > −4 であれば内部安定であ
る。これより，解図 7.1(a)を得る。

(2) まず，目標値 r から偏差 e への伝達関数は，

Ger(s) =
1

1 + L(s) =
s3 + 2s2 + 4s

s3 + 2s2 + (k1 + 4)s+ k0

である。定常偏差は，e(t) = |Ger(j)| cos(t +∠Ger(j)) である。|e(t)| ≤
|Ger(j)| ≤

√
13/3 より，32 ≤ (k0 − 2)2 + (k1 + 3)2 を得る。これは，中

心が (2,−3) 半径が 3 の円の外側を表している。これと (1)の結果（内部
安定性）を合わせて得られる解図 7.1(b) の領域が解となる。
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-4

0 8

-4

0 8

(2, -3)

(a) (1)の解答 (b) (2)の解答

解図 7.1: 条件を満たすゲインの範囲

トップへ戻る

8章
【 1 】

A+BF =

[
−3 + 2f1 1 + 2f2

2 −2

]

であるので，特性多項式は (s+3−2f1)(s+2)−2(1+2f2) = s2+(5−2f1)s+

4(1− f1− f2) = 0 である。一方，(s+4−4j)(s+4+4j) = s2+8s+32 = 0

である。これより，F = [−1.5 − 5.5]を得る。
【 2 】

A+BF =


2 1 0

f1 1 + f2 f3

1 0 1


より，A + BF の特性多項式は，s3 + (−f2 − 4)s2 + (5 − f1 + 3f2)s −
2 + f1 − 2f2 − f3 = 0 となる。一方，目標とする特性多項式は，(s + 3)3 =

s3 + 9s2 + 27s + 27 = 0 である。したがって，F = [−61 − 13 − 64] と
なる。
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【 3 】

A+BF =

[
1− f1 −f2

2 + f1 1 + f2

]

より，A + BF の特性多項式は，(s − 1 + f1)(s − 1 − f2) + 2f2 + f1f2 =

s2 + (f1 − f2 − 2)s+1− f1 +3f2 = 0 となる。一方，目標とする特性多項式
は，s2 + 4s+ 5 = 0 である。したがって，[

1 −1

−1 3

][
f1

f2

]
=

[
6

4

]

より，F = [11 5] となる。
【 4 】 (1) 伝達関数より，ẋ1 = −x1 + 5u，ẋ2 = 2x1，ẋ3 = 2x2 − 2x3 なので，

A =


−1 0 0

2 0 0

0 2 −2

 , B =


5

0

0

 , C =
[
0 1 1

]

となる。
(2) A+B[f1 f2 f3]の特性多項式は，s3+(3−5f1)s

2+(2−10f1−10f2)s+

20(f3 − f2)である。一方，(s + 1)(s + 2)(s + 3) = s3 + 6s2 + 11s + 6

である。これより，f1 = −0.6, f2 = −0.3, f3 = 0 を得る。
【 5 】 F = [−10− a − 16− b − 7− c]

【 6 】 (1) F = [−15 − 5]

(2) 制御則を施すと，ẋ(t) = (A + B1F )x(t) + B2d(t) となる。これよ
り，y(s) = C(sI − (A + B1F ))−1B2d(s) となる。C(sI − (A +

B1F ))−1B2 ≡ 0 であればよい。ここで，

(sI − (A+B1F ))−1 =
1

s(s+ 1− f2)− a− f1

[
s+ 1− f2 1

a+ f1 s

]

であるので，

C(sI − (A+B1F ))−1B2 =
2f2 − a− f1 + 2

s(s+ 1− f2)− a− f1
= 0

を満たす F を求めればよい。たとえば，2f2 − a − f1 + 2 = 0 となる
ものとして，F = [−a − 1] とする。なおこの場合，閉ループ系の極は
0, − 2 となる（安定限界）。
【別解】関係式
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(sI −A)−1 =

∞∑
i=0

Ai

si+1

が成り立つことを利用すると，C(A+B1F )iB2 = 0 (i = 0, 1, . . . ,∞)

を満たす F が求まればよいことがわかる。CB2 = 0 なので，CA +

CB1F = 0 となる F があれば，上記の条件を満たす。したがって，た
とえば，F = −(CB1)

−1CA = [−a − 1] とすればよい。
【 7 】 u(t) = Fx(t) = [f1 f2]x(t) を施すと，

A+BF =

[
2f1 −2 + 2f2

1 + f1 −3 + f2

]
となる。このとき，特性多項式は，(s+ 2)((s+ 1)− 2f1 − f2)) = 0 であり，
これより，−2 が不可制御極であることがわかる。したがって，可制御極は，
−1 である。
(別解)A の固有値は，−1, − 2 である。可制御性ペンシル[

sI −A B
]
=

[
s 2 2

−1 s+ 3 1

]
を考える。s = −1 のときランクが 2 で，s = −2 のときランクが 1 である。
したがって，s = −2 は不可制御極，s = 1は可制御極である。

トップへ戻る

9章
【 1 】 Riccati方程式は，A = −2, B = 1, Q = 1/2, R = 1/2より，−2P 2−4P +

1

2
= 0となる。これを解くと，P = (−2±

√
5)/2 となるが，P > 0 であるの

で，P = (−2+
√
5)/2となる。したがって，制御入力は u(t) = (2−

√
5)x(t)

となる。なお，式 (9.23) の p(t) において，T → ∞ とし，p(0) を計算する
†と，p(0) = (1/2)(1/(2 +

√
5) = (−2 +

√
5)/2となる。これが上記の P と

対応していることがわかる。
【 2 】 ṗ = 2p2 + 4p − 1/2 を解く。右辺を 2(p − α)(p − β) とする。ただし，α =

(−2 +
√
5)/2, β = (−2−

√
5)/2である。微分方程式を

2 =
ṗ

(p− α)(p− β)
=

1

(α− β)

(
ṗ

p− α
− ṗ

p− β

)
† 任意の時刻 t に対して，p∞(t) := lim

T→∞
p(t) が存在する。そして，p∞(t) は定数とな

り，p∞(t) = p∞(0) であることが導ける。
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と変形し，両辺を t で積分する。すると，

ln

∣∣∣∣p− α

p− β

∣∣∣∣ = 2(α− β)t+ C0

となり，整理すれば，

p(t) =
α− βCe2(α−β)t

1− Ce2(α−β)t

が得られる。一方，p(T ) = 0 より，C = (α/β)e−2(α−β)T である。これら
より，

p(t) =
αβ − αβe2(α−β)(t−T )

β − αe2(α−β)(t−T )

となるので，α, β に値を代入すれば，式 (9.23)が得られる。
【 3 】 まず，安定性を確認する。関係式

−PBR−1B⊤P = PBF opt + F⊤
optB

⊤P + F⊤
optRF opt

を Riccati方程式に代入して整理すると，

P (A+BF opt) + (A+BF opt)
⊤ P = −

(
F⊤

optRF opt +Q
)

が得られる。ここで，Acl = A + BF opt，Qcl = F⊤
optRF opt + Q とおく

と，PAcl+A⊤
clP = −Qclとなる。これは，Lyapunov方程式である。また，

Q ≻ 0および R > 0より，Qcl ≻ 0 である。したがって，Lyapunovの安定
定理より，Acl は安定であるので，閉ループ系が安定であることがわかる。
つぎに，最適性を確認する。η := u + R−1B⊤Px とおくと，η = 0 のと
き，u = −R−1B⊤Px となる。したがって，η = 0のとき，J が最小になる
ことを確認すればよい。評価関数 J に Riccati方程式を代入して Q を消去す
ると，

J =

∫ ∞

0

{
x⊤

(
PBR−1B⊤P −

(
PA+A⊤P

))
x+Ru2

}
dt

となる。さらに，整理していくと，

J =

∫ ∞

0

{
Rη2 − x⊤P (Ax+Bu)−

(
x⊤A⊤ + u⊤B⊤

)
Px

}
dt

=

∫ ∞

0

{
Rη2 −

(
x⊤P ẋ+ ẋ⊤Px

)}
dx

=

∫ ∞

0

{
Rη2 − d

dt

(
x⊤Px

)}
dt
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となる。ここで，閉ループ系は漸近安定（x(∞) = 0）であるので，

J =

∫ ∞

0

Rη2dt+ x(0)⊤Px(0)

を得る。第一項の被積分関数は，すべての η に対して，0以上の値となるので，
η = 0のときに J が最小となることがわかる。

【 4 】 (1) Riccati方程式の正定対称解は，

P =

[
5 3

3 4

]

なので，フィードバッックゲインは，F = [ − 3 − 4 ] となる。
(2) 一巡伝達関数は，

L(s) = −F (sI −A)−1B =
4s+ 3

s2 − s− 1

となる。つぎに，|1 +L(jω)| ≥ 1 を計算すると ω2 ≥ −1/2 が得られる。
これより，任意の周波数 ω > 0 に対して |1 + L(jω)| ≥ 1 が成り立つこ
とがわかる。

【 5 】 (1) Riccati方程式の解は，

P =

[ √
q + a2 − a 0

0
√

q + a2 − a

]

である。これより，F = [0 a−
√

q + a2] が得られる。

(2) 開ループ極は，|sI −A| = s(s+ a) + 1 より，s = −a

2
±
√

a2

4
− 1 であ

る。一方，閉ループ極は |sI − (A+BF )| = s2 +
√

q + a2s+1 より，

s = −
√
q + a2

2
±
√

q + a2

4
− 1 (1)

であるので，q → 0 のとき，

s = −|a|
2

±
√

a2

4
− 1 (2)

となる。これより，a ≥ 0 のとき，閉ループ極は開ループ極に収束する。
a < 0 のとき，閉ループ極は，開ループ極と虚軸に対して対象な位置に収
束する。
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【 6 】 新しい状態 x̃(t) = eatx(t) と新しい入力 ũ(t) = eatu(t) を定義すると，
x̃(t) = (A+ aI)x̃(t) + ũ(t) となる。そして，評価関数は，

J =

∫ ∞

0

x̃(t)⊤Qx̃(t) +Rũ(t)2dt (3)

となる。これより，ũ(t) = −R−1B⊤Mx̃(t) を得る。ただし，M は，

(A+ aI)⊤M +M(aI +A)−MBR−1B⊤M +Q = O (4)

の解である。以上より，u(t) = −R−1B⊤Mx(t) を得る。
【 7 】 任意の正則な行列 T ∈ R2n×2n に対して，THT−1 はH と同じ固有値 λ を

もつ。さらに，

T =

[
O I

−I O

]

で定義される正則な行列 T に対しては，

THT−1 =

[
−A⊤ Q

BR−1B⊤ A

]
= −H⊤

が成り立つ。−H⊤ と −H は同じ固有値をもつことから，THT−1は，−H

と同じ固有値 −λ をもつ。これより，H が，λ と −λ を固有値にもつことが
わかる（したがって，H の固有値のうち，安定なものは n 個しかない）。

【 8 】 z⊤z + u2 = x⊤Qx+Ru2 とかくと，

Q =

[
1 0

0 9

]
, R = 1

である。これより，Riccati方程式の解は，

P =

[ √
11 1

1
√
11

]

となる。したがって，F = −R−1B⊤P = −[1
√
11] が得られる。また，閉

ループ極は，(−
√
11±

√
7)/2 である。

【 9 】 (1) Q = O のときのHamilton行列Hの固有値は，Aの不安定固有値 λi > 0

と，不安定固有値 λi > 0 を虚軸に対称に折り返したものである。したがっ
て，閉ループ極は，不安定固有値 λi > 0 を虚軸に対称に折り返した安定
固有値 −λi となる。
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(2) A+ νI とすることで，虚軸が不安定側に ν > 0 だけシフトしたと考える
ことができる。したがって，Hamilton行列の固有値は，λi+ν と −λi−ν

となり，閉ループ極は，−λi − ν であることがわかる。
(3) 　 −λi − 2ν となる。つまり，A の固有値を −ν を通る直線に関して対

称な位置に折り返したものになっている。なお，この問題では，Aの固有
値はすべて不安定であるとしたが，−ν より左側にある固有値を含んでい
る場合には，それは，閉ループ系の極となる。これは，その固有値が (2)

において移動しないことから確認することができる。
(4) Riccati方程式 (A+ νI)⊤P +P (A+ νI)−PBB⊤P = O の解は，

P =

[
288 48

48 8

]

となり，フィードバックゲインは，F = [−48 − 8] と求まる。このと
きの閉ループ極は，{−5,−7} である。なお，Aの固有値は，{1,−5} で
あり，A + νI の固有値は，{4,−2} である。したがって，(2)の操作で
{−4,−2} に移り，(3) の操作で {−7,−5} に移る。

トップへ戻る

10章
【 1 】 (1) r から eまでの伝達関数は，

Ger(s) =
(s2 + 2ζωns+ ω2

n)(s+ α)

s3 + (α+ 2ζωn)s2 + (2ζωnα+ ω2
n)s+ (ω2

nα+ kωn)

となるので，Routh-Hurwitz の判定判別法より，−ωnα < k < 2ζ(ω2
n +

2ζωnα+ α2) を得る。
(2) 最終値の定理より，

e(∞) =
ω2
nα

ω2
nα+ kωn

=
αωn

αωn + k

である。ちなみに，α → 0 とすると，e(∞) = 0 となることがわかる。こ
れは，α > 0 のときは，内部モデル原理を満たしていないが，α = 0で，
制御器が積分器となれば，内部モデル原理を満たすことを示している。

【 2 】 定常特性が rから eまでの周波数伝達関数Ger(jω)を用いて e(t) = |Ger(jω)| sin(ωt+
ϕ) となることを利用する。まず，

Ger(jω) =
β(jω + 1)(2jω + β)

β2 + jω(β2 − 2βω + 2β + k)
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であるので，そのゲインは，

|Ger(jω)| =
β
√
ω2 + 1

√
4ω2 + β2√

β4 + ω2(β2 − 2βω + 2β + k)2

である。ここで，β が十分小さいとすれば，

|Ger(jω)| ≃
2β

√
ω2 + 1

k

となり，k > 2
√
ω2 + 1 を満たすように k を大きくとれば，|e(t)| < β とでき

る。内部モデル原理によると，β = 0 とすれば，定常偏差が 0 になる。この
問題は，β ̸= 0 であっても，k を適切に選べば，定常偏差を目標値の振幅の β

倍以下にできることを示している。
【 3 】 x̄ := [ x⊤ z ]⊤ とすると，

d

dt
x̄(t) =


0 1 0

0 −1 0

1 1 0

 x̄(t) +


0

1

0

u(t) =


0 1 0

k2 k2 − 1 k1

1 1 0

 x̄(t)

となる。これより，k1 = −2，k2 = −2を得る。
【 4 】 制御則を u(t) = [−3 − 1]x(t) +Gr とすると，

ẋ(t) =

[
0 1

−1 −2

]
x(t) +

[
0

1

]
Gr = Āx(t) +BGr

となる。なお，このシステムは安定である。ここで，̇x(t) = Āx(t)+BGr, y(t) =

Cx(t)の Laplace変換は y(s) = C(sI−Ā)−1BGr/s となるので，最終値の
定理を用いると，y(∞) = −CĀ

−1
BGr を得る。これより，CĀ

−1
BG = −1

であれば，y(∞) = r となるので，

G = − 1

CĀ
−1

B
=

1

2
= 0.5

【別解】

G = [−F 1]

[
A B

C 0

]−1 [
O

1

]

を計算する。
【 5 】 (1) −4

(2) F = [−0.5 − 0.25]，G = 0.25
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【 6 】 x̄(t) = [ẋ(t) e(t)]⊤ とし，˙̄x(t) = Āx̄(t)+ B̄u̇(t) となる拡大系を考える。こ
のとき，

Ā =

[
1 0

−1 0

]
, B̄ =

[
1

0

]
, Q̄ =

[
0 0

0 q2

]

である。このとき，Riccati方程式の解は，

P =

[
1 +

√
1 + 2q −q

−q q
√
1 + 2q

]

となる。これより，フィードバックゲインが F = −R−1B̄
⊤
P = [−(1 +√

1 + 2q) q] と求まるので，積分型サーボの制御則は，

u(t) = −(1 +
√
1 + 2q)x(t) + q

∫ t

0

e(τ)dτ

となる。さらに，y(s) = x(s) = 1/(s − 1)u(s)，e(s) = r − y(s)，u(s) =

(q/s)e(s)− (1 +
√

1 + 2q)x(s) より，

Ger(s) =
e(s)

r
=

s(s+
√
1 + 2q)

s2 +
√
1 + 2qs+ q

となる。これより，ステップ状の目標値に対して，定常偏差が 0 になることが
わかる。

トップへ戻る

11章
【 1 】 (1) L = [ − 4 3 ]⊤

(2) 推定誤差を e(t) = x(t)− x̂(t) とすると，e(t) = (A+LC)e(t)+Ld(t)

となる。したがって，

e(t) = e(A+LC)te(0) +

∫ t

0

e(A+LC)(t−τ)Ld(τ)dτ

であるから，A+LC が安定行列であることに注意して，d(t) ≡ d0 とし
て計算すると，

e(∞) =


1

4

1

16

0
1

4

[ −4

3

]
d0 =


3

16
− 1

3

4

 d0 ̸= 0

となる。
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(3) 外乱 d を状態に含めて，x̄ = [x⊤ d]⊤ とすると，

Ā =

[
A 0

0 0

]
=


0 1 0

−3 −4 0

0 0 0

 , B̄ =

[
B

0

]
=


0

1

0


C̄ =

[
C 1

]
=
[
1 0 1

]
となる。このとき，可観測性行列は，

V o =


C̄

C̄Ā

C̄Ā
2

 =


1 0 1

0 1 0

−3 −4 0


となり，rankV o = 3 より可観測である。これは，このシステムに対して
同一次元オブザーバを構成すれば，外乱 d を推定できることを意味して
いる。

【 2 】 状態変数を x̄ = [x⊤ d]⊤ とすると，拡大系は，
˙̄x(t) =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 x̄(t) +


1

1

0

u(t)

y(t) = [1 0 0] x̄(t)

(1)

となる。これに対して，同一オブザーバを構成する。行列 Ā+LC̄ の特性多
項式は，s3 − l1s

2 − l2s − l3 = 0 となる。オブザーバ極はすべて −3 とする
ので，オブザーバゲインは，L = [−9 − 27 − 27]⊤ となる。

【 3 】 まず，同一次元オブザーバのゲインは，L = [−6 −18]⊤ となる。つぎに，状
態フィードバックゲインは，F = [−2 −2] となる。以上より，

K(s) = −F (sI − (A+BF +LC))−1L =
−12(4s+ 3)

(s+ 4 + 4j)(s+ 4− 4j)

が得られる。
【 4 】 まず，状態フィードバックゲインは，s2 − f2s− f1 = 0と s2 + 6s+ 18 = 0

より，F = [−18 −6] となる。つぎに，最小次元オブザーバを設計する。
A11 = A21 = A22 = 0, A12 = 1，B1 = 0, B2 = 1 である。そし
て，オブザーバ極が −5 であるので，L = ((−5) − A22)A

−1
12 = −5 × 1 =

−5 となる。これより，AK := A22 + LA12 + (B2 + LB1)f2 = −11，
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BK = −AKL+A21 +LA11 + (B2 +LB1)f1 = −73，CK = f2 = −6，
DK = f1 − f2L = −48 となる。したがって，

K(s) = CK(sI −AK))
−1BK +DK =

−48s− 90

s+ 11

が得られる。
【 5 】 システムの状態空間モデルは，x = [y ẏ]⊤ とすると，

A =

[
0 1

−1 −1

]
, B =

[
0

1

]
, C = [0 1]

となる。これに対して，最小次元オブザーバを構成し，ẏ の推定値 x̂2 を求め，そ
れを用いて，ÿ の推定値を −y(t)− x̂2(t)+u(t) で計算すればよい。たとえば，
オブザーバ極を −5として，最小次元オブザーバを設計する。A11 = 0, A12 =

1, A21 = −1, A22 = −1，B1 = 0, B2 = 1 であるので，L = ((−5) −
A22)A

−1
12 = −4× 1 = −4となる。A21 −A22L+L(A11 −A12L = −21，

B2 +LB1 = 1 より，最小次元オブザーバは，

ż(t) = −5z(t)− 21y(t) + u(t), x̂2(t) = z(t) + 4y(t)

である。第 2式を −y(t)− x̂2(t) + u(t) に代入すれば，結局，{
ż(t) = −5z(t)− 21y(t) + u(t)

ˆ̈y(t) = −z(t)− 5y(t) + u(t)

となる。
【 6 】

Q =
[
0 1

]⊤
q

[
0

1

]
=

[
0 0

0 q

]

として，AP +PA⊤ +Q−PC⊤R−1CP = O をとくと，

P =

[
R
√
2a Ra

Ra R
√
2a(a− 1)

]

を得る。ただし，a = 1+
√

1 + q/R である。これより，最適オブザーバゲイ
ンは，

Lopt = −PC⊤R−1 =

[
−
√
2a

−a

]
=

−√2 + 2
√

1 + q/R

−1−
√

1 + q/R


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となる。以上より，定常 Kalmanフィルタは

˙̂x(t) =

[
0 1

1 0

]
x̂(t) +

[
1

0

]
u(t)−Lopt

(
y(t)−

[
1 0

]
x̂(t)

)
となる。

【 7 】 　まず，

e(t) = e(A+LC)te(0) +

∫ t

0

e(A+LC)(t−τ)d(τ)dτ

である。これを P (t) = E [e(t)e(t)⊤] に代入して整理すると，

P (t) =e(A+LC)tE
[
e(0)e(0)⊤

]
e(A+LC)⊤t

+

∫ t

0

e(A+LC)(t−τ)E
[
d(τ)e(0)T

]
e(A+LC)⊤tdτ

+

∫ t

0

e(A+LC)tE
[
e(0)d(τ)⊤

]
e(A+LC)⊤(t−τ)dτ

+

∫ t

0

e(A+LC)(t−τ)dτ

∫ t

0

E
[
d(τ)d(s)⊤

]
e(A+LC)⊤(t−s)ds

となる。第一項は t → ∞ とすると零に収束する。そして，第二項，第三項は，
d(t)が白色雑音であり，e(0) と d(t) が無相関であることから 0 になる。ま
た，第四項は，∫ t

0

e(A+LC)(t−τ)dτ

∫ t

0

E
[
d(τ)d(s)⊤

]
e(A+LC)⊤(t−s)ds

=

∫ t

0

e(A+LC)τ (Q+LRL⊤)e(A+LC)⊤τdτ

である。したがって，

P (∞) =

∫ ∞

0

e(A+LC)τ (Q+LRL⊤)e(A+LC)⊤τdτ

となる。
トップへ戻る

12章
【 1 】 ∠K1(jω) = tan−1 T1ω − tan−1 αT1ω である。これを ω について偏微分す

ると
∂

∂ω
∠K1(jω) =

T1

(T1ω)2 + 1
− αT1

(αT1ω)2 + 1
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となる。これが 0 となる ω を求めると，ωm = 1/(T1

√
α) を得る。このとき，

K1(jωm) =
2α+ j

√
α(1− α)

1 + α
, ∠K1(jωm) = tan−1

√
α(1− α)

2α

となる。ここで，tan−1 x = sin−1(x/
√
1 + x2) を利用すると，∠K1(jωm) =

sin−1 {(1− α)/(1 + α)} が得られる。
【 2 】【 1 】と同じように考えれば良い。
【 3 】 sinϕm =

1− α

1 + α
を用いる。ϕm = −π/4 より，α = 3+2

√
2 となる。さらに，

L(s) = P(s)K1(s) =
1

(s+ 1)(s+ 2)

α(s+ 1)

αs+ 1
=

α

(s+ 2)(αs+ 1)

より，L(0) = α/2 = (3 + 2
√
2)/2を得る。

【 4 】 (1)

|P(jω)K(jω)| = kP

(
√
100 + ω2)4

であるので，ゲイン交差周波数 ωgc は，|P(jωgc)K(jωgc)| = 1 より，
ωgc =

√
k
1/2
P − 100 となり，位相余裕 PM は，

PM = 180 +∠P(jωgc)K(jωgc) = 180− 4 tan−1

√
k
1/2
P − 100

10

となる。
(2) P(jω) が安定なので，PM > 0 degのときに安定となる。これより，

10√
k
1/2
P − 100

< 1

であれば安定になることがわかるので，0 < kP < 40000 が得られる。
(3)

√
k
1/2
P − 100 = 10/

√
3より，kP = (400/3)2 となる。

【 5 】 一巡伝達関数 L(s) = P (s)K(s) とその周波数伝達関数は，

L(s) = 3k

s(s+ 1)2
, L(jω) =

3k

jω(jω + 1)2

である。したがって，位相 ∠L(jω) は，

∠L(jω) = −π

2
− 2 tan−1 ω

である。これより，位相交差周波数が ω = 1 であることがわかる。一方，
|L(1j)| = 3k/2 なので，ゲイン余裕が 20 [dB] になるためは，
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1

|L(1j)| =
2

3k
= 10

であればよい。したがって，k = 2/30 = 1/15 となる。

【 6 】 まず，定常偏差を改善するために位相遅れ補償を設計する。ひとまず，α = 20

とし，ゲインを上げる周波数は，T1 で決めるが，最終的なゲイン交差周波数
（ゲイン交差周波数の設計値）の 10分の 1程度を 1/T1にするために，T1 = 0.5

とする（1/T1 = 20/10 = 2）。これより，

K1(s) =
10s+ 20

10s+ 1

となる。つぎに，20 rad/s の位相を 120 deg にする。P(s)K1(s) の 20 rad/s

の位相が，−156 deg であるので，位相進み補償により，ϕm = 36deg 位相を進
ませる。そのために，β = (1− sinϕm)/(1+sinϕm) および，T2 = 1/(20

√
β)

を計算する。これより，

K2(s) =
0.09812s+ 1

0.02548s+ 1

となる。最後に，20 rad/sのゲインが 0 dBとなるようにゲイン補償を設計す
る。|P(20j)K1(20j)K2(20j)| = 0.04405 であるので，k = 22.70とする。以
上の設計より，ゲイン交差周波数が 20 rad/s となり，位相余裕が 60 deg と
なる。

K(s) = kK1(s)K2(s) =
22.28s2 + 271.6s+ 454.1

0.2548s2 + 10.03s+ 1

目標値から偏差までの伝達関数は，

Ger(s) =
1

1 + P(s)K(s)
=

1

1 +
10

s2 + 11s+ 10

22.28s2 + 271.6s+ 454.1

0.2548s2 + 10.03s+ 1

であり，Ger(0) =
1

1 + 454.1
=

1

455.1
≃ 0.0022 であるので，定常偏差が 0.01

以下になっていることがわかる。
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解図 12.1: 開ループ系の Bode線図

【 7 】 　開ループ系の周波数伝達関数は

L(jω) = kP
R

jω
ejLω =

ejLω

jLω

である。ωgc = 1/L のとき L(jωgc) = 1 となる。そして，∠L(jωgc) =

−1−π/2である。したがって，位相余裕は PM = π+∠L(jωgc) = π/2−1 rad

となる。つまり，PM ≃ 32 deg である。一方，∠L(jω) = −ωL− π/2 より，
ωpc = π/(2L)のとき，∠L(jωpc) = −πとなる。そして，|L(jωpc)| = 2/πであ
る。したがって，ゲイン余裕は，GM = 20 log10 1/|L(jω)| = 20 log10 π/2 ≃ 4

dB となる。
トップへ戻る

13章
【 1 】

∆a(s) =
−0.01s

(0.01s+ 1)(s+ a)

∆m(s) =
−0.01s

0.01s+ 1
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【 2 】 |P(jω)|2 = ω2/((1− ω)2 + ω2) であるので，これを ω で微分する。すると，

2ω(1 + ω2)(1− ω2)

((1− ω2)2 + ω2)2

となる。これより，ω = 1 で最大値をとることがわかるので，

∥P∥∞ = sup
ω≥0

|P(jω)| = 1

を得る。
【 3 】

ΣG :


ẋ(t) =

[
AP O

O AT

]
x(t) +

[
O

O

]
w(t) +

[
BP

BT

]
u(t)

z(t) =
[

O CT

]
x(t) + 0 · w(t) +DT u(t)

y(t) =
[

−CP O
]
x(t)− w(t) + 0 · u(t)

【 4 】 x := [x⊤
P x⊤

S x⊤
T ]⊤ とすると，一般化制御対象 G は，

ΣG :



ẋ(t) =


AP O O

BSCP AS O

BT CP O AT

x(t) +


O

BS

O

w(t) +


BP

O

O

u(t)

z(t) =

[
DSCP CS O

DT CP O CT

]
x(t) +

[
DS

O

]
w(t) +

[
O

O

]
u(t)

y(t) =
[

−CP O O
]
x(t)− w(t) + 0 · u(t)

となる。
【 5 】 閉ループ極を {−3, − 3} とするために

NP =
1

s+ 3
, DP =

s+ 2

s+ 3
(1)

とする。このとき，
1

s+ 3
X +

s+ 2

s+ 3
Y = 1 → X + Y s+ 2Y = s+ 3 (2)

より，X = 1，Y = 1 を得る。したがって，

K(s) =
X +DPQ
Y −NPQ

=
1 +

s+ 2

s+ 3
Q

1− 1

s+ 3
Q

(3)

であり，K(0) = ∞ になるためには，
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1 =
1

3
Q(0) (4)

を満たせば良い。したがって，Q(s) = 3 とすれば，

1 +
s+ 2

s+ 3
× 3

1− 3

s+ 3

=
s+ 3 + 3s+ 6

s+ 3− 3
=

4s+ 9

s
(5)

となる。これは，PI制御器である。ところで，閉ループ系の極は，

ϕ(s) = s+3+3s+6+(s+2)(s+3− 3) = s2 +6s+9 = (s+3)2(6)

より，{−3,−3} である。
トップへ戻る

14章
【 1 】 

x[k + 1] =

[
0 1

0 0

]
x[k] +

[
0

1

]
u[k]

y[k] =
[

1

3

1

3

]
x[k] +

1

3
u[k]

【 2 】 インパルス応答のラプラス変換が伝達関数である。したがって，0次ホールド
回路にインパルス信号を印加したときの出力をラプラス変換すれば 0 次ホー
ルド回路の伝達関数が求まる。したがって，

L [us(t)− us(t− ts)] =
1

s
− 1

s
e−tss =

1

s

(
1− e−tss

)
となる。

【 3 】 z(I − z−1Ad)

∞∑
k=0

Ak−1
d z−k = I を示せば良い。

z(I − z−1Ad)

N∑
k=0

Ak−1
d z−k =

N∑
k=0

Ak−1
d z−k−1 −

N∑
k=0

Ak
dz

−k

= I −AN
d z−N

が成り立つ。ここで，複素数 z ∈ C を Adz
−1 の固有値の絶対値がすべて 1

より小さくなるように選べば，N → ∞ で AN
d z−N → 0 となる。これより，

上式が成り立つことがわかる。
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【 4 】

s =
2

ts

z − 1

z + 1
= x+ jy

とおき，z について解く。そして，単位円の内部が |z| < 1 で表されることに
注意して計算すると，x < 0 を得る。これは， s が左半面にあることを意味し
ている。逆に，z = x+ iy とおいて，式 (14.21)に代入すると，

s =
2

ts

x2 + y2 − 1 + j2y

(x+ 1)2 + y2

となる。s が左半面にあるとき，x2 + y2 − 1 < 0 を得る。これは，z が単位
円内にあることを意味している。したがって，Tustin変換による離散化では，
連続時間システムの安定性が保存されることがわかる。

【 5 】 Ad = eats，Bd = (b/a)(eats − 1)，Cd = 1，Dd = 0

【 6 】

Ad =
2 + ats
2− ats

, Bd =
bts

2− ats
, Cd =

4

2− ats
,Dd =

bts
2− ats

【 7 】 (1) Ad の固有値は，0.5, 1 であるので，不安定である。
(2)

V c = [Bd AdBd] =

[
0 1

1 1

]

であり，rankV c = 2 であるので，可到達である。
(3) F = [−0.25 − 1.5]

【 8 】 Riccati方程式の解は，

P =

[
2 1

1 1

]

となるので，F = −(R + B⊤
d PBd)

−1B⊤
d PAd = [−0.5 0] を得る。さら

に，閉ループ極は，{1/
√
2,−1/

√
2} となる。

トップへ戻る



付 録

逆行列の計算

A ∈ Rn×n, Aij をその (i, j) 要素 (i, j ∈ {1, · · · , n}) とする．また逆に，
(i, j)要素が Aij であるような行列を (Aij)と表す．

余 因 子
行列Aから第 i行と第 j 列を除くと，(n− 1)× (n− 1)の小行列ができる．
その小行列の行列式に (−1)i+j を乗じたものをAの (i, j)余因子といい，Ãij

と表す．

余 因 子 行 列
(i, j)要素としてAの (j, i)余因子をもつような行列をAの余因子行列とい
い，Ãと表す．添字の入れ替えに注意されたい．すなわち，Ã := (Ãji)

⊤

余 因 子 展 開
Aの任意の第 i行に着目すると，Aの行列式 |A|は，第 i行の各要素と対応
する余因子の積の和で表される．すなわち，

|A| = Ai1Ãi1 + · · ·+AinÃin

となる．同様に，第 j 列に着目すると

|A| = A1jÃ1j + · · ·+AnjÃnj

となる．Aの中で比較的 0の多い行または列に着目すると計算が容易である．
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逆 行 列
Aと Ãの間には，AÃ = AÃ = |A|I の関係がある．したがって，Aが正
則のとき，その逆行列は

A−1 =
Ã

|A|

となる．すなわち，余因子行列と余因子展開によって求めることができる．

RLC回路の基礎

基本受動素子である抵抗R，容量 C のコンデンサ，インダクタンス Lのコイ
ルのそれぞれについて，両端の電圧 vと流れる電流 iの関係は以下の通り．

• 抵抗：v = Ri. 抵抗の単位は [Ω] = [V/A]．
• コンデンサ（キャパシタ）：蓄積されている電荷をQとすると，Q = Cv

の関係がある．電荷の微分が電流，電流の積分が電荷であるから，Q(t) =∫
i(t)dt, i(t) =

dQ

dt
.

したがって v(t) =
1

C

∫
i(t)dt, または i(t) = C

dv

dt
となる.

なお電荷Qの単位は [C]=[A/s]，静電容量 C の単位は [F] = [As/V] で
ある．
コンデンサに電荷が蓄積されると，電位差（電圧）という形のポテン
シャルエネルギーが蓄積される．従って，コンデンサは，そのエネルギー
に相当する状態をもつ動的システムである．状態方程式でモデル化する
際にはQ(t)または v(t)などに相当する状態変数が必要である．また，微
分方程式を解く際には初期条件としてQ(0)あるいは v(0)を定めること
が必要である．
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• コイル：v(t) = L
di

dt
．インダクタンスの単位は [H]=[Vs/A]．

コイルに流れる電流を変化させようとすると，その変化を妨げる向き
に誘導起電力が生じる（ファラデーの法則）．いいかえれば，すでに電流
が流れている状態では磁気エネルギーが蓄積されているということであ
る．コイルもまた状態をもつ動的システムであり，微分方程式を解く際
には初期条件として i(0)などを定める必要がある．

いずれについても，電流の「上流側」の端子の電位が高く，「下流側」の端子の
電位が低い．つまり電流の流れる向きに沿って電圧降下するという原則を覚え
ておいてほしい．
抵抗・コンデンサ・コイルの両端電圧は，それぞれ電流の比例・積分・微分
にあたる．機械要素とのアナロジーとして，「抵抗＝ダンパ」「コンデンサ=ば
ね」「コイル=慣性質量」のイメージを押さえておくのもよい．
回路のモデリングにあたっては次の二法則が基本である．
( a ) Kirchhoffの電流則 (Kirchhoff’s Current Law;KCL)

回路網の任意の接続点において，電流の総和はゼロである．
( b ) Kirchhoffの電圧則 (Kirchhoff’s Voltage Law;KVL)

回路網の任意の閉路において，電圧の総和はゼロである．
KCLは，接続点において入って来る電流と出て行く電流は等しいというこ
とを意味しており，KVL，ある電位の点から出発して，閉路をぐるっと回ると
同じ電位に戻るということを意味している．ただし電圧，電流の向きと符号に
注意すること．回路全体で矛盾しないように，最初に符号を決めておく必要が
ある．

例 1.1 下図の回路において，i1, i2, i3 を v1, v2 を用いて表せ．
• 接続点 Aにおける Kirchoffの電流則より : i1 + i2 − i3 = 0

• 左側の閉路に関するKirchoffの電圧則より : v1 −R1i1 −R3i3 = 0

• 右側の閉路に関するKirchoffの電圧則より : v2 −R2i2 −R3i3 = 0
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A

方程式は 3本，未知数は i1, i2, i3の 3つである．これらを連立させて解けば

i1 =
R2 +R3

r
v1 −

R3

r
v2

i2 = −R3

r
v1 +

R1 +R3

r
v2

i3 =
R2

r
v1 +

R1

r
v2

（ただし r := R1R2 +R2R3 +R1R3）を得る．
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